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Predgovor

Ideja za ovu knjigu nastajala je postepeno, kroz visegodisnje iskustvo u izvo-
denju nastave iz parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i drugih predmeta. Kao
i u mnogim drugim matematickim predmetima, pokazalo se da postoji razlika
izmedu onoga kako se gradivo formalno moze izloziti i onoga kako ga studenti
zaista dozivljavaju i usvajaju. Upravo iz tog razloga javila se potreba za tekstom
koji bi studentima ponudio jasniji, postupniji i sadrzajno zaokruzen pristup ovom
podrucju.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe prirodno se pojavljuju u opisu brojnih
fizikalnih i tehnickih pojava i procesa, poput mehanickih, toplotnih i elektromag-
netnih pojava. Njihova savremena teorija oslanja se na Sirok spektar matematickih
disciplina, ali u nastavnom procesu najces¢e se polazi od klasi¢nih modela i
metoda, koje i danas ¢ine osnovu razumijevanja i primjene parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi. Ova knjiga zadrzava takav pristup, nastoje¢i da teoriju razvija
iz konkretnih problema i primjera, uz stalno povezivanje formalnih rezultata s
njihovim znacenjem.

Raniji udzbenik iz parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, autora Senade Kal-
abusi¢, Nacime Memi¢ i Esmira Pilava, dugi niz godina predstavljao je znacajan
nastavni oslonac studentima Odsjeka za matematicke i kompjuterske nauke
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Sarajevu. Iskustva stecena nje-
govom upotrebom, zajedno s promjenama u nastavnim planovima i savremenim
pristupima nastavi, bila su vazan poticaj za daljnji razvoj i proSirivanje nastavnog
materijala, Sto je rezultiralo ovom knjigom u njenom sadasnjem obliku.

Knjiga je prvenstveno namijenjena studentima matematike, ali moze posluziti
i studentima tehnickih i prirodnih nauka koji se tokom svog obrazovanja susreéu
s parcijalnim diferencijalnim jednadzbama. Polazi se od pretpostavke da studenti
poznaju osnove diferencijalnog i integralnog racuna funkcija jedne i vise varijabli,
linearne algebre te teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Gradivo je izlozeno
postepeno, s ciljem da se novi pojmovi sistematski nadovezuju na ve¢ poznate
koncepte.

Struktura knjige slijedi prirodan tok nastave. U uvodnom dijelu izlozeni su
osnovni pojmovi diferencijalnog racuna u R", kao i opéi koncepti parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, ukljucujuéi razmatranje pocetnih i rubnih problema.
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Predgovor

Nakon toga slijedi detaljna obrada parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog
reda, linearnih i nelinearnih, s posebnim naglaskom na Cauchyjev problem i
metodu karakteristika. Posebna poglavlja posveéena su Pfaffovim diferencijal-
nim jednadzbama te teoremu Cauchy—Kovalevskaya.

Drugi dio knjige posvecen je parcijalnim diferencijalnim jednadzbama drugog
reda, njihovoj klasifikaciji te kanonskim predstavnicima eliptickog, parabolickog
i hiperbolickog tipa. Detaljno su razmotrene talasna jednadzba, Laplaceova jed-
nadzba i jednadzba provodenja toplote, uz prikaz klasi¢nih metoda rjesavanja,
teorema jedinstvenosti i standardnih rubnih problema. Posebna paznja posvec¢ena
je Fourierovoj metodi, Greenovim funkcijama i principu maksimuma.

U zavrsnom dijelu knjige razmatra se numericko rjesavanje parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi. Predstavljene su metode konacnih razlika i metode mreza za
elipticke, parabolicke i hiperbolicke jednadzbe, s ciljem da se studentima omoguci
uvid u prakti¢ne aspekte aproksimacije rjesenja, neizostavne u savremenim prim-
jenama.

Koliko je autorima poznato, na nasim prostorima i u regionu trenutno ne
postoji udzbenik koji na jednom mjestu, u koherentnoj i sistemati¢noj formi, ob-
jedinjuje klasi¢nu teoriju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, metode rjesavanja,
veliki broj detaljno rijeSenih primjera te uvod u numericke metode. Upravo takav
objedinjeni pristup, koji povezuje analiticke i numericke aspekte parcijalnih difer-
encijalnih jednadzbi u jedinstvenom nastavnom okviru, predstavlja jednu od os-
novnih namjera ove knjige.

U svakom poglavlju rijesen je veéi broj primjera koji ilustruju osnovne ideje i
metode, dok su na kraju poglavlja dati zadaci za samostalan rad. Njihova svrha
nije samo uvjezbavanje tehnika, nego i razvoj matematicke intuicije te dubljeg
razumijevanja gradiva.

Cilj ovog udzbenika nije donosenje novih teorijskih sadrzaja, ve¢ predsta-
vljanje postojeteg znanja na jasan, sistematican i studentima pristupacan nacin,
uz pazljiv izbor primjera i objasnjenja koja doprinose razumijevanju sustine prob-
lema. Nadamo se da ¢e ova knjiga studentima olaksSati ucenje parcijalnih difer-
encijalnih jednadzbi i posluziti kao dobar temelj za dalji studij i primjene.

Autori zahvaljuju recenzentima, profesoricama Aleksandri Kosti¢ i Nacimi
Memic¢ te profesoru Davidu Kalaju, na pazljivom ¢itanju rukopisa i korisnim su-
gestijama.

Sarajevo, 2026. Autori

viii



Popis slika

1.1
1.2
1.3
14

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5
3.6
3.7
3.8

3.9

3.10
3.11

3.12
3.13
3.14
3.15

4.1

Geometrijsko tumacenje parcijalnog izvoda % (o,Y0)- « « . .. 6
Nivo-povrs, tangentna ravan i gradijent. . . . . . .. ... .. ... 15
Grafik krive (cost,sint,t) iz Primjera 1.7.1. . . . . . . .. ... .. 20
Grafici funkcija z = 22 + 4%, 2z = 1 i krive (t,:l:\/l —t2,1) iz
Primjera 1.7.2. . . . . ..o Lo 21
Karakteristi¢ne linije: za x < 0 (u = 1) su plave boje; za 0 < z < 1

(u = %) su crvene boje; za z > 1 (u = 0) su zelene boje. . . . . . .. 51
Konus u? =22 +9y%, u>0, —2<2<2 -2<y<2. ....... 74
Paraboloid u = 22 + 42, —2<2 <2, -2<y<2. . ........ 74
Polusfera 22 + 32 +u?2 =1, 4u>0,-1<z<1,-1<y<1l. .... 75
Grafik funkcije uv = wu(z,y) za a = 1, b = 3 i krive (t,t, t2) iz
Primjera 3.1.14. . . . . . . . . 80
Grafik funkcije z = z(x,y) i krive (t, 1, t2) iz Primjera 3.2.6. . . . . 93
Grafik funkcije z = z(x,y) i krive (2,75, 2+ 1) iz Primjera 3.2.7. . . 94
Grafik funkcije z = z(z,y) i krive (¢,t%,¢%) iz Primjera 3.2.8. . .. 98
Grafik funkcije z = z(z, y) i kruznice { r+y+z=02+y2+22=4

iz Primjera 3.2.9. . . . . ... L L 100
(i) Grafik preslikavanja u = u(x,y) i krive (¢,2t,9¢%), (ii) grafik
preslikavanja v = v(z, y) i krive (¢,2t,6t?) iz Primjera 3.2.11. . . . 103
Grafik funkcije u = u(z,y) i tacka T' iz Primjera 3.3.1. . . . . . . . 110
Grafik funkcije u = u(z,y) za i krive (l,t, v1+ t2) iz Primjera
3.3.13. e 141
Grafik funkcije v = u(z,y) i krive (t, t, i\/i) iz Primjera 3.3.14. . . 143
Grafik funkcije u = u(z,y) i krive (0,¢,t) iz Primjera 3.3.15. . . . . 156
Grafik funkcije u = u(z,y) i krive (1,t,t3) iz Primjera 3.3.16. . . . 158
Geometrijska interpretacija Cauchyjevog problema i lokalne egzis-
tencije rjeSenja. . . . . . ... oL L s 217
Oblast zavisnosti rjeSenjaza x >0it>0. . .. ... .. ... ... 261

ix



Popis slika

4.2

4.3
4.4
4.5

4.6

4.7

4.8
4.9
4.10
4.11

4.12

4.13

4.14

4.15
4.16

4.17

4.18

4.19

5.1
5.2
5.3
5.4
9.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13

Paralelogram sa stranicama koje su paralelne sa karakteristi¢nim

krivim. . . . .. 263
Metoda refleksije za odredivanje rjeSenja. . . . . . ... ... ... 265
Oblast zavisnosti D. . . . . . . . ... . Lo 266
Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,t), z € [-5,5],t € [0, 10]

iz Primjera 4.3.4. . . . . . ..o 279
Grafik gustine i grafik funkcije u = u(x,t), z € [0,7],t € [0,6] iz

Primjera 4.3.6 zac=1, A=2 w=4. . ... ... ... ...... 284

Grafik gustine i grafik funkcije v = u(z,t), € [0,10],¢ € [0, 10] iz
Primjera 4.3.7zac=11F(x)=h=1, f(z) =g(z) =A=B=0. 286

Dvadeset i pet “snimaka” titrajuée zice iz Primjera 4.3.8. . . . . . 291
Grafik funkcije u = u(z,y,t) iz Primjera 4.3.9 . . . . . . . ... .. 294
Greenova funkcija za kuglu. . . . ... .. oo 307
Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,y), z € [0,2],y € [0,2] iz
Primjera 4.4.5 za f(x) =sin®(z). . . .. ... ... ... ... 317
Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,y), x € [0,7],y € [0, 7]
iz Primjera 4.4.6 za f(z) = sinz, g(z) = 3%, h(y) = cos?y i
) 321
Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,y), z € [0,7],y € [0, 7] iz
Primjera 4.4.7 za f(x) =% . . . . . ... 322
Grafik funkcije u = u(zx,y,2), z € [0,1],y € [0,1],2z € [0,1], iz
Primjera 4.4.8 za f(x,y) = sinwxcosmy i g(z,y) = i A 324

Grafik funkcije U = U(r,6), 1 <r < 2,0 < 0 < 27 iz Primjera 4.4.9.326
Rjesenje u(z,t) iz Primjera 4.5.1 u vremenima 0, 20, 60 i 300

(sekundi). . . . .. L 333
Grafik gustine i grafik funkcije v = u(z,t), z € [0,1],¢ € [0,2] iz

Primjera 4.5.2za k=1. . . . . . . .. ... . 343
Grafik funkcije v = u(z,y,t), € [0,1],y € [0, 1], iz Primjera 4.5.5

zak=11f(z,y) =sinmesin2ry. . ... ... ... ... .. ... 349
Koncentracija CO u cijevi iz Primjera 4.5.8 nakon 1, 2, 4, 6 i 100

satl. . .o 355
Pravougaona (uniformna) mreza 2, sa koracima hy i hy.. . . . . . 371
Stabilne i nestabilne leapfrog aproksimacije jednadzbe u; = u,. . . 377
Unutrasnji i rubni ¢vorovi mreze. . . . . . . . . . .. ... ... .. 378
Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.1. . . . .. . ... L Lo 381
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.1. . . . .. ... ... ... 381
Prva osnovna shema. . . . . . .. ... . oo 382
Druga osnovna shema. . . . . . . ... ... L oL 383
Prva i druga osnovna shema. . . . ... ... ... ... ...... 385
Rubne vrijednosti iz Primjera 5.2.2. . . . .. ... ... ... ... 386
Vrijednosti u ¢vorovima mreze iz Primjera 5.2.2. . . . ... .. .. 387
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.2. . . .. .. .. ... ... 387
Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.3. . . . . . . .. . oL 388
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.3. . . . .. ... ... ... 389



Popis slika

5.14

5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
5.24
9.25
5.26
5.27
5.28

Tacno rjeSenje u = u(x,y) (narandzasto), tacke u; ; (crveno), zy

ravan (plavo), aproksimacija rjeSenja (zeleno) iz primjera 5.2.3. . . 389
Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.4. . . . . . . ... ... ... 390
Vrijednosti u ¢vorovima mreze iz Primjera 5.2.4. . . . . .. .. .. 391
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.5. . . . ... ... ... .. 392
Korekcija rubnih ¢vorova mreze metodom linearne interpolacije. . . 398
Rubne vrijednosti iz Primjera 5.3.1. . . . .. ... ... ... ... 399
Pravougaona mreza. . . . . . . ... ..o 400
Eksplicitna shema za PDJ parabolickog tipa. . . . . ... ... .. 401
Mreza ¢vorova iz Primjera 5.4.1a). . . . . .. ... ... ... ... 402
Rubne vrijednosti iz Primjera 5.4.1a). . . . . ... ... ... ... 403
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.4.1a). . . .. . ... ... .. 404
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.4.1b). . . .. . ... ... .. 405
Shema za PDJ hiperbolickog tipa. . . . ... ... ... ... ... 415
Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.5.1. . . . .. ... ... ... 418
Rubne vrijednosti iz Zadatka 3. . . . . . ... ..o 420

xi






Popis oznaka

N skup prirodnih brojeva

Ny skup nenegativnih cijelih brojeva, Ng = N U {0}
/ skup cijelih brojeva

R skup realnih brojeva

C skup kompleksnih brojeva

7 imaginarna jedinica, 12 = —1

N presjek skupova

U unija skupova

\ razlika skupova

Q oblast u R"

o0 granica oblasti €2

Q zatvorenje skupa ili domena

R"™ n-dimenzionalni realni euklidski prostor
(a,b) otvoreni interval u R

[a, b] zatvoreni interval u R

(a,b],[a,b) poluotvoreni intervali

f:A— B funkcija sa domenom A i kodomenom B
Ry rang (slika) funkcije f

X vektor u R, x = (z1,...,2,)

|x| intenzitet vektora x, |x| = /22 + -+ + 22
Xy skalarni proizvod u R™

XXy vektorski proizvod u R3

i,j, k kanonski jediniéni vektori u R?

d(x,y) udaljenost (metrika) izmedu x iy
B(x%p) otvorena kugla sa centrom x° i radijusom p
B(xY, p) zatvorena kugla

S(x°, p) sfera (skup tacaka na udaljenosti p od x°)

xiii



Popis oznaka

K(z,y,u)
K(2(®, 40
[0

o

al

XO&

of
ox;
D;
D;D;f
Do

v

vV

A
grad
div
rot
V-F
VxF
)

Cc=(Q)
-l

rnf(xv -/L'O)

Rm($07y0§ h17 h2)

Z ap(z — z0)"
k=0

()

Jy

1)

Mongeov konus

konus proslosti/buduénosti
multiindeks « = (aq, ..., q,) € Nj
a1+ -+ ay

ap!l e ap!

a1 Qp
a’:l ...xnn

parcijalni izvod funkcije f po z;
0

8%
drugi parcijalni izvod

parcijalni izvod reda o
(D1,...,Dy)

gradijent funkcije f

Laplaceov operator

gradijent

divergencija

rotor

divergencija vektorskog polja F
rotacija vektorskog polja F

prostor funkcija sa neprekidnim izvodima do reda k
na )

prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija na €2
norma (opéa notacija)

Taylorov polinom reda n funkcije f u okolini tacke
Zo

ostatak u Taylorovoj formuli funkcije jedne prom-
jenljive

ostatak u Taylorovoj formuli funkcije dvije prom-
jenljive

stepeni red

binomni koeficijent
Jacobijeva matrica (Jakobijan) preslikavanja f
Diracova delta-distribucija (delta funkcija)

xiv



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i koncepti
diferencijalnog racuna realnih
funkcija vise realnih varijabli

U ovom poglavlju ¢emo definirati osnovne pojmove i izloziti osnovne koncepte
diferencijalnog racuna funkcija jedne i vise realnih varijabli. Konkretne primjere,
kao i definiranje nekih pojmova, ¢éemo najcesée dati u slu¢aju dvodimenzionalnog
i trodimenzionalnog realnog vektorskog prostora. Notacija i oznake koje ovdje
uvedemo koristit ¢emo u narednim poglavljima. Teoreme koji ¢e nam trebati u
daljnjem radu najcesée ¢emo navesti bez dokaza, a zainteresirani ¢itaoci dokaze
mogu potraziti u drugim knjigama matematicke analize, diferencijalnog racuna
realnih funkcija jedne i vise nezavisnih varijabli, i diferencijalne geometrije.

1.1 Skupovi u R”

Sa R™ n € N, oznacavamo realni n-dimenzionalni Euklidski prostor, u kojem
svaka tacka ima n koordinata i, zo,...,z,. Polozaj tacke u prostoru opisu-
jemo njenim vektorom poloZaja x = (x1,%2,...,Z,). U posebnim sluc¢ajevima,
za dimenzije n = 1, n = 2 i n = 3, Cesto koristimo drugacije oznake za koordi-
nate, poput = u jednodimenzionalnom prostoru R, (z,y) u dvodimenzionalnom
prostoru R? i (z,v, 2), odnosno (z,y, u), u trodimenzionalnom prostoru R3.

Rastojanje ili udaljenost izmedu dvije tacke x = (z1,...,2,) 1y = (Y1, -, Yn)
u R™ definiramo sa

" 1/2
d(x,y) = [Z(% - yi)2] .

Funkcija d ima sljedece osobine:



1.1 Skupovi u R”

1) (pozitivna definitnost) d(x,y) > 0za Vx,y e R"id(x,y) =0 x =Y,
2) (simetri¢nost) d (y,x) = d (x,y) za Vx,y € R",
3) (nejednakost trougla) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) za ¥x,y,z € R™.

Za funkciju d koja zadovoljava gore navedene osobine kazemo da je metrika.

Otvorena kugla sa centrom u tacki x° € R™ i radijusom p > 0 predstavlja
skup tacaka u R" koje zadovoljavaju uvjet

B(x",p) = {x € R" : d(x,x") < p}. (11)
Odgovarajuca zatvorena kugla data je sa

B(x%,p) = {x € R" : d(x,x°) < p}. (1.2)
Skup tacaka koje su date sa

S(x%p) = {x € R" : d(x,x°) = p} (1.3)

naziva se sfera.

Za skup tacaka A C R"™ kazemo da je otvoren ako za svaku tacku x € A postoji
kugla sa centrom u x koja je sadrzana u A. Za podskup skupa R” kazemo da je
zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup. Tacka x se naziva granicnom
tackom skupa A ako svaka kugla sa centrom u x sadrzi tacke iz skupa A i tacke
iz njegovog komplementa. Skup svih graniénih tacaka skupa A naziva se rubom
ili granicom skupa A i oznacava se sa JA.

Lako je pokazati da je otvorena kugla B(x°,p) definirana sa (1.1) otvoren
skup, dok je zatvorena kugla B(x9, p) definirana sa (1.2) zatvoren skup. Rub oba
ova skupa je sfera S(x°, p) definirana sa (1.3).

Slicno, za a < b skup u R dat sa

(a,b) ={x eR:a<z<b}
je otvoren (i zovemo ga otvoreni interval), a skup
[a, b)) ={r €eR:a <z <b}

je zatvoren (i zovemo ga zatvoreni interval).
S druge strane, skupovi

[a,) ={xeR:a<x<b} i (a,b]={zeR:a<z<b}

(koje zovemo poluzatvoreni ili poluotvoreni interval) nisu ni otvoreni ni zatvoreni
skupovi u R. Rub sva ova Cetiri skupa je isti, i dat je skupom {a,b} koji ima
samo dva elementa a i b.

Skup u R?

{(z,y) € R? : y > 0}
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1.1 Skupovi u R”

je otvoren, dok je skup
{(z,y) eR? :y > 0}

zatvoren. Rub oba ova skupa je osa Oz. Takoder u R?, pravougaonik definiran
sa

{(z,y) eR*:a<x<b c<y<d}

je otvoren, dok je pravougaonik definiran sa
{(z,y) ER*:a<x<b c<y<d}
zatvoren. Na primjer, nejednakostima
a<z<bc<y<d

je definiran skup koji nije ni otvoren ni zatvoren.

Okolina tacke u R™ je bilo koji otvoreni skup koji sadrzi tu tacku. Sve otvorene
kugle sa centrom u tacki x° su takoder okoline tacke x°. Dakle, tacka ima okoline
koje mogu biti proizvoljno male. Takoder, otvoreni skup je okolina svake svoje
tacke.

Otvoreni skup A C R" naziva se povezanim ako se bilo koje dvije tacke skupa
A mogu povezati poligonalnom linijom (putem) koji je u potpunosti sadrzan u
A. Otvoren i povezan skup u R™ naziva se oblast. Oblast ¢e u ovoj knjizi obi¢no
biti oznacena simbolom €.

Skup A C R™ naziva se ogranicenim ako je sadrzan u nekoj kugli konacnog
radijusa sa centrom u koordinatnom pocetku.

U ovoj sekciji uvest ¢emo i pojmove skalarnog i vektorskog proizvoda vektora,
koje ¢emo u daljem koristiti.

U realnom n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R™ definiSemo skalarni
proizvod dva vektora x = (z1,22,...,Zn) 1y = (Y1,¥2,- .., Yn) formulom

Xy =T1y1 +T2y2 + -+ TnYn-

U posebnom slu¢aju n = 3, u prostoru R3, uvodimo i vektorski proizvod. Za
vektore x = (x1,22,23) iy = (Y1, Y2, y3) definiSemo

i j k
XXy=|r; x2 x3| = (Tays —w3y2)i + (z3y1 —21y3)j + (T1y2 — v2y1)k,
Yyr Y2 Y3

gdje su i,j, k (jediniéni) vektori u R? dati sa
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1).
Rezultat vektorskog proizvoda x X y je vektor koji je ortogonalan i na x i na y.
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1.2 Funkcije u R"

1.2 Funkcije u R"”

Pod pojmom funkcije smatramo pravilo pomoc¢u kojeg se svakom elementu jednog
skupa (zovemo ga domenom funkcije) pridruzuje ta¢no jedan element drugog
skupa (zovemo ga kodomenom funkcije). Cesto se u literaturi ne pravi razlika
izmedu pojmova funkcije i pojma preslikavanja. Mi ¢emo, medutim, u ovoj knjizi
praviti razliku izmedu ta dva pojma. Kod preslikavanja, jednom elementu prvog
skupa moze se pridruziti viSe od jednog elementa drugog skupa. Stoga svaka
funkcija jeste preslikavanje, ali obrnuto ne vrijedi.

Poseban tip funkcije koji djeluje na elemente odredenog prostora (na prim-
jer vektorskog prostora ili prostora funkcija), ¢esto izvodeéi neku matematicku
operaciju, zove se operator. Operator se moze posmatrati kao funkcija koja pres-
likava funkcije u funkcije ili vektore u vektore, pri ¢emu obi¢no ima dodatnu
strukturu i osobine. Dakle, svaki operator jeste funkcija, ali nisu sve funkcije
operatori. Operatori ¢esto ukljuc¢uju specificne operacije i mogu imati dodatna
svojstva, poput linearnosti ili ogranicenosti.

U mnogim oblastima, poput fizike, inZzenjerstva, tehnike i tehnologije, ¢esto se
koriste pojmovi skalarnih i vektorskih velicina. Neke skalarne velicine zavise od
jednog parametra, dok druge zavise od dva ili vise parametara. Sli¢na situacija
vazi i za vektorske veli¢ine. Zbog toga se javlja potreba za proucavanjem funkcija
oblika

f:R"—=R™ gdjesun,meN.
Neki vazni posebni sluc¢ajevi ukljucuju:
e f:R"™ — R — realna funkcija n realnih varijabli;
e f:R — R"™ — vektorska funkcija jedne realne varijable;

e f:R” — R™, pri ¢emu su n,m > 1 — vektorska funkcija n realnih
varijabli.

U prethodno navedenim sluc¢ajevima pravimo razliku izmedu skalarnih i vek-
torskih funkcija tako Sto za skalarne funkcije koristimo oznaku f, a za vektorske
funkcije oznaku f. Ove oznake éemo dosljedno koristiti kroz cijelu knjigu.

U nastavku éemo detaljnije posmatrati funkcije f : A — B, definirane na
svim tackama nekog skupa A C R™ i ¢ije vrijednosti su sadrzane u skupu B C R.
Kao sto smo ranije naveli, takve funkcije nazivamo realnim funkcijama n realnih
varijabli. Skup A se naziva domenom funkcije, a skup B kodomenom funkcije.
Skup svih vrijednosti funkcije f, u oznaci Ry, naziva se rangom funkcije. Dakle,

Ry ={f(x):xe A} C B.
Jednostavnosti radi, uzmimo n = 2, odnosno razmotrimo samo funkcije od

dvije nezavisne varijable. Sve definicije i tvrdnje koje ¢emo spomenuti vrijede i
za funkcije sa vise od dvije nezavisne varijable.
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1.2 Funkcije u R"

Neka je funkcija f definirana u svim tackama (x,y) € A C R%. Neka je
(z0,yo) proizvoljna ali fiksirana tacka koja pripada skupu A ili njegovom rubu
OA. Kazemo da funkcija f ima limes L kad (x,y) tezi ka (zg, yo) 1 piSemo

lim flz,y)=1L

(z,y)=(0,y0)

ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da vrijedi

[f(z,y) = L <e

za sve (z,y) # (zg, yo) takve da
(I’, y) € B((Il'o, yO)? 5) N A.

Drugim rije¢ima, f(x,y) — L kad (z,y) — (zo,y0) ako za svaki pozitivan
broj € mozemo naéi pozitivan broj § tako da je udaljenost f(x,y) od L manja od
e za sve tacke (z,y) iz A koje su na udaljenosti manjoj od ¢ od tacke (zo,yo),
osim mozda same tacke (xg,yo)-

Funkcija f se naziva neprekidnom u tacki (xg,yo) € A ako

lim  f(z,y) = f(z0,90)-

(z,y)—=(z0,y0)

Funkcija f se naziva neprekidnom na skupu A ako je neprekidna u svakoj
tacki skupa A.

Vrijedi sljedeéi klasicni rezultat o ekstremnim vrijednostima neprekidnih funkcija.
Ako je A C R™ zatvoren i ograniten skup (dakle, kompaktan) i f : A — R je
neprekidna, tada f postize i maksimum i minimum na A, tj. postoje tacke
a,b € A takve da

f(a) > f(x), zasvakix € A,

f(b) < f(x), zasvakix € A.

U nastavku uvodimo pojam parcijalnih izvoda funkcije f u tacki (zo,yo) € A.
Bududéi da definicija koristi vrijednosti funkcije f u tackama iz okoline (z,yo),
pretpostavljamo ili da je domen A otvoren skup, ili da je (o, yo) unutrasnja tacka
skupa A. U oba sluc¢aja podrazumijevamo da tacke (zq + h, yo) i (2o, yo + k), za
dovoljno male |h| i |k|, pripadaju skupu A.

KazZemo da parcijalni izvod funkcije f u odnosu na x (oznacavamo ga sa %)
postoji u tacki (xg,yo) ako postoji konacan limes

lim flzo+h,yo) — f(zo,yo0)
h—0 h

)

i tada pisemo

af _ o J(@o+h,yo) = f(zo,y0)
aw(l‘o,yo) = }ng}) A :




1.2 Funkcije u R"

Sli¢no, parcijalni izvod funkcije f u odnosu na y u tacki (zg,yo) definira se kao

of f(@o,y0 + k) — f(@o,y0)
— =1l .
Ay (z0, 90) [y k
Ako parcijalni izvodi funkcije f u odnosu na z ili y postoje u svakoj tacki
nekog podskupa B C A, onda su i oni funkcije s domenom B. Te funkcije ¢emo

oznacavati kao

0
D.f ili or ili f, ilisamo f,
ox
i o
a1e .1 / .1
Dof ili a—y i f, ilisamo fy.
Opcenito, u R™ operator D; oznacava diferenciranje po j-toj varijabli:
0
D;=— j=1,...,n.
J 8‘,1:J ) j ) ) n

Pogledajmo sta je geometrijsko tumacenje parcijalnih izvoda. Za funkciju z =
f (z,y), parcijalni izvod % (z0,y0) je koeficijent smjera tangente na krivu koja
se dobije kao presjek grafika z = f (x,y) sa ravni y = yo. Analogno, g—; (z0,Yo0)
je koeficijent smjera tangente na krivu koja je presjek povrsi z = f (z,y) i ravni
Tr = Xg-

Ne

Slika 1.1: Geometrijsko tumadenje parcijalnog izvoda % (20, Y0)-

Ako sami parcijalni izvodi imaju parcijalne izvode, govorimo o parcijalnim
izvodima drugog reda funkcije. Tako funkcija f sa dvije varijable moze imati
Cetiri parcijalna izvoda drugog reda,

O*f O*f
D%f = oz’ D%f = 67y27
0 f 0 f
DoDif = ——, DiDsf = .
2D f agor 1 2f 920y

Nije tesko pokazati da, ako su Dy f, Do f, D1 Do f i Dy D1 f neprekidne funkcije
na otvorenom skupu A, tada su mjesoviti parcijalni izvodi jednaki na A, tj.

DyD1f = D1Daof.
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1.2 Funkcije u R"

Ova se tvrdnja u literaturi cesto naziva Schwarzov teorem ili Clairaut—Schwar-
zov teorem o jednakosti mjeSovitih parcijalnih izvoda.
Nadalje, uslovi se mogu oslabiti. Naime, ako u okolini tacke (¢, yo) postoje

af 0 0?

—f, —f i jedan od mjesovitih izvoda, recimo /
dr’ Oy y Ox
neprekidan u toj okolini, tada postoji i drugi mjesoviti izvod te su jednaki, tj

ﬁ( )_ﬁ( )
o1 0y Zo,Yo) = By O Zo,Yo)-

, 1 ako je taj mjesoviti izvod

Parcijalni izvodi bilo kojeg reda veéeg od drugog definiraju se analogno.

Neka je f funkcija definirana na oblasti 2, i neka su f i svi njezini parcijalni
izvodi reda < k neprekidni na podskupu B C . Tada kazemo da je f klase C*
na B. Skup svih funkcija klase C* na B oznacava se sa C*(B), pa kada Zelimo da
naglasimo da je f klase C*(B) krace pisemo f € C¥(B). Dalje, C°(B) oznacava
skup svih neprekidnih funkcija na B, dok C*°(B) oznacava skup svih funkcija
¢iji su parcijalni izvodi svakog reda neprekidni na B. U skladu s tvrdnjom o
jednakosti mjesovitih parcijalnih izvoda, vrijednosti mjesovitih izvoda funkcije
f € C¥(B) ne zavise od redoslijeda racunanja parcijalnih izvoda.

Primjer 1.2.1. Svi polinomi jedne ili vise varijabli, kao i funkcije sin z, cos x, e*,
2 2 2 2 2

e sin(x® +y4), e® cosy, e~ (@) i e~ (747427 g klase C*° na odgovarajuéim

prostorima R,R?,R3, jer postoje izvodi bilo kojeg reda po svakoj varijabli.

Primjer 1.2.2. Funkcija
0, akoxz <0,
flz) = {

x, akox >0,

je klase C° na R, ali f nije klase C! na R. Naime, funkcija f je neprekidna u svim
tackama, ali nije diferencijabilna za x = 0.
S druge strane, funkcija

1, ako z <0,
g(x) = )
1+ 2z, akoz >0,

je klase C! na R, ali g nije klase C? na R. Naime, prvi izvod je ¢’(z) = 0za 2 <0
ig'(z) =2z za x > 0, odakle vidimo da je on neprekidan u 0, dok drugi izvod ne
postoji u x = 0.

Primjer 1.2.3. Definirajmo
fy) {(%“rzf)2 log /a2 + 42, (z,y) # (0,0),
r,y) =
0, (z,y) = (0,0).

Nije tegko provijeriti da f € C3(R?). Medutim, duZ ose y = 0 dobivamo jednodi-
menzionalnu funkciju

g(x) = |o[* log|a| za = # 0, g(0) =0.
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1.3 Taylorova formula, Taylorovi redovi i analiticke funkcije u R"

Za x > 0 vrijedi
gW(z) =24logz +50 — —oo (z — 07),

pa Cetvrti parcijalni izvod funkcije f nije ni ograni¢en (a kamoli neprekidan) u
tacki (0,0). Stoga f ¢ C*(R?).

Pretdodni primjeri ilustruju da vrijedi niz inkluzija
Cc’(B)2CY(B)2C*B)D---2C™(B),
pri ¢emu je svaki skup C*(B) zapravo strogo sadrzan u C¥~1(B), tj. vrijedi

C°%(B)>CY(B)>C*B) > --->C®(B).

1.3 Taylorova formula, Taylorovi redovi i anali-
ticke funkcije u R"

Ako realna funkcija f jedne realne varijable ima izvode reda n u tacki xg, onda
mozemo napisati polinom

f'(20)
1!

f(n) (z0)

n!

f(zo) + (@ — o)+ + (z — z0)",
pri ¢emu f) predstavlja k-ti izvod funkcije f. Ovaj polinom oznafavamo sa

T, f (20, z) 1 zovemo Taylorov polinom n—tog stepena funkcije f u tacki zg. Dakle,

/ (n)
T f(z;20) := f(20) + ! (19!60) (x —z0) + -+ fT(!wo)(x —x0)".
Vrijednost
raf(x;w0) = f(x) = Tnf(x;20)
zovemo n—ti ostatak u Taylorovoj formuli
/ (n)
£y = fao) + T8 o) o T e ). ()

Ako je zg = 0, Taylorova formula (1.4) se ¢esto zove MacLaurinova formula.
Ako postoji (n + 1)-vi izvod unutar intervala s krajevima xg i z, onda se n—ti
ostatak u Taylorovoj formuli moze napisati u sljede¢em obliku

(n+1)
o f(z;20) = f(nJrl()c,)(CU - 330)"+1,

gdje je ¢ tacka izmedu zg i . Ovaj oblik ostatka zove se ostatak u Lagrangeovom
obliku.



1.3 Taylorova formula, Taylorovi redovi i analiticke funkcije u R™

Neka je f realna funkcija klase C*° jedne realne varijable x definirana na
otvorenom intervalu I C R, i neka je z bilo koja tacka iz intervala I. Red

() (g
Z f n(' 0) ($ _ xo)n (15)
n=0 '

naziva se Taylorov red funkcije f u tacki xg. Za proizvoljnu funkciju f € C*°,
Taylorov red (1.5) moze u potpunosti divergirati, ili, ako konvergira, ne mora
konvergirati ka f(z). Funkcije f € C* za koje Taylorov red konvergira ka vrijed-
nosti f(x) za sve x u okolini tacke xg nazivaju se analitickim funkcijama u tacki
Zg.

Definicija 1.3.1. Za realnu funkciju f jedne realne varijable x kazemo da je
analiticka w tacki o ako postoji p > 0 tako da se funkcija f moZe na intervalu
(xo — p,xo + p) predstaviti stepenim redom, tj. ako je

+oo
f@) =" an(x —zo)" (1.6)
n=0

za |z — zo| < p.

Iz teorije stepenih redova znamo da se u intervalu konvergencije stepeni red

moze diferencirati ¢lan po ¢lan. Izra¢unavajuéi f'(x), f”(z), ... utacki zq, dobiva

se f(zo) = ag, f'(z0) = a1, f"(z0) = 2as9,... i opéenito f™(zo) = nla,, za
(n) (4

n =0,1,2,.... Dakle, a, = fT(,“LO)7 pa je zapravo stepeni red (1.6) Taylorov

red funkcije f u tacki zo, tj. red (1.5). Dakle, funkcija f je analiticka u tacki zo
ako njen Taylorov red oko tacke xg postoji i ima pozitivan radijus konvergencije.
Takoder, analiticka funkcija ima izvode svakog reda u tacki xg, tj. ona je klase
C*>.

Taylorov red funkcije f(z) = e® razvijen u okolini tacke zg = 0 glasi

1n
>

n=0

a poznato je da ovaj red konvergira ka e® za svako x € R. Prema tome, funkcija
e” je analiticka u tacki x = 0. Zapravo, ona je analiticka za sve x € R, pa
mozemo zapisati

1
egE:E —z", zeR
n!
n=0

Sli¢no, funkcije sinz i cosz su analiticke na R, te vrijedi

o 3 ad R
Slnx—x—§+a—---, r €R,
2 4

x x
cosx:1—§+1—-~-, zeR.
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1.3 Taylorova formula, Taylorovi redovi i analiticke funkcije u R"

Ocigledno je da je svaki polinom analiticka funkcija na R.
Funkcija f(z) = (1 — )~ ! je analititka za sve |z| < 1, pri éemu vrijedi
1 2, .3
——=l+4z+z*+2°+---, |z <L
1-—2z

Opcéenito, za a € R\ Ny vrijedi sljedeéi razvoj funkcije f(z) = (14 ) u red
+oo
a2} a\ g a(a *1)2 al@—1)---(a—k+1) ,

k=0

Ovaj red, koji nazivamo binomnim redom, konvergira za x € (—1,1) ukoliko je
a < —1. Ako je a > 0, konvergencija vrijedi i na zatvorenom intervalu [—1,1],
dok u sluéaju —1 < a < 0 red konvergira za sve xz € (—1,1].

Neka je 2 C R"™ otvoren skup i f € C™*1(Q). Fiksirajmo x° € Q i stavimo
h = x — x°. Koristit éemo sljedeéu multiindeks notaciju:

a=(ag,...,a,) € N},

n
|a|:Zaj:0£1+Olz+"'+Oén,
j=1

Haj arlas! -+ ay!,

(x = x> = [[(&; =)™ = (21 — a)* (w2 — 29)2 -+ (w — 27)™,
j=1
gled gorttan
Daf = a1 f an aq Qo f an *

Ox{" - - Oxn" Oxi* x5 - - - Oxn”

Sada smo u prilici da definiramo Taylorov polinom i Taylorov red funkcije

vise varijabli.
Taylorov polinom reda m u tacki x° funkcije f je

a XO
T f(x;x°) = Z DS )(xfxo)".

o!

lee|<m

Za funkcije vise varijabli Taylorova formula s ostatkom u Lagrangeovom obliku
glasi

m4+1
n

1 0
f(X)ZTmf(X;XO)+m ;hj(??j f(x°+6h), 6 c(0,1).

Ako je f realna funkcija dvije realne varijable x i y, Taylorov polinom prvog
stepena u okolini tacke (xq,yo) glasi

f(zo,y0) + %(xmyo)(w —x0) + %(xmyo)(y —90)s

10



1.3 Taylorova formula, Taylorovi redovi i analiticke funkcije u R™

a Taylorov polinom drugog stepena je dat sa

) = Foosgn) + 2L ) 4 LRIy
0? 92
+ o [ ) (o — g4 2L () — g

O’f (70, Y0) 2
+ Tyg(y — o) |-

Ako funkcija f dvije varijable pripada klasi ™! u okolini tacke (z0, yo), tada
Taylorova formula glasi

m

1 ,
f(@,y) = f(zo,y0) Z = (h D1 + haD2) f(2o, y0) + R (20, Yo; b1, ha),

M

pri cemu je ostatak R, dat sa

Ry, (z0,y05 b1y he) = (h1D1 + haDo)™ ! f(x0 + Oh1,yo + Ohs),

1
(m+1)!
za neko 6 € (0,1).

Ako je f € C*(f2), Taylorov red funkcije f u tacki x° glasi

Def(x)
> T(x—xo)a. (1.7)
lee|>0
Na primjer, za n = 2, prvih nekoliko ¢lanova Taylorovog reda (1.7) su
f(l‘?’ w3) + D1 f (2, 25)(x1 — a) + Do f (a7, 25) (x2 — @)

+ g DR a) (s — ) + 1 DiDaf (a8, a) (n — a9 (2 — 29)

1
+ o Daf (@, @) (s — 23)” + -

Ovdje su zapisani samo ¢lanovi ¢iji je stepen < 2 (tj. 0 < |a| = a3 + ag < 2),

dok tacke oznacavaju ¢lanove stepena > 3 (Jo| > 3). U sluéaju funkcije f dvije

varijable Taylorov red u okolini tacke (z9,zY) se moze kraée zapisati u obliku

1’1,£E2 +Z D1+($27302)D2) f(x(1)>33(2))

Ako je f funkcija n varijabli zi,...,x, klase C*°, onda njen Taylorov red
mozemo napisati u sljede¢em obliku

f9,... 2% —|—Z xl—xl YD1+ .. +(3:n—xg)Dn)jf(x?,...,x?L).

11



1.4 Povrsi i normale u R3

Kao i u sluéaju funkcija jedne varijable, Taylorov red (1.7) proizvoljne funkcije
klase C* mozda uopée ne konvergira, ili, ako konvergira, ne mora konvergirati
ka f(x).

Slicno kao u sluc¢aju realnih funkcija jedne realne varijable, mozemo definirati
pojam analiticke funkcije realne funkcije viSe realnih varijabli koriste¢i stepene
redove vise varijabli, ¢ime se mi ne¢emo baviti u ovoj knjizi. Karakterizaciju
analitickih funkcija vise varijabli dat ¢emo preko Taylorovog reda.

Definicija 1.3.2. Neka je f € C®(Q), gdje je Q oblast u R™, i neka je x°
proizvoljna tacka iz Q. Ako Taylorov red (1.7) funkcije f u tacki x° konvergira
ka f(x) za svako x u okolini tacke x°, tada kazemo da je f analiticka u tacki
x0. Ako je f analiticka v svakoj tacki oblasti Q, tada se f naziva analitickom
funkcijom na €.

Taylorov red za funkciju f(z1,z2) = €*17%2 razvijen oko tacke (0,0) je

(oo}

Yot Y et
al aplag!”t 20

a>0 a1,a2=0 :

a ovaj red konvergira za sve (z1,72) € R?. Funkcija e®17%2 je analiticka na
cijelom R2, te moZemo zapisati

o0
1
et1tTz — ——azy?,  (m1,12) € R2.
lap! ™1 727 ’
Q9!

al,(XQZO

Funkcija cos(2x1 — z2 + x3) je analiticka na cijelom R3, dok je funkcija

1
224412 —1

flx,. ... zn) =

analiticka u R™ osim na jedini¢noj sferi. Sli¢no, svi polinomi sa n varijabli
T1,T2,...,T, Su analiticki u R".

1.4 Povrsi i normale u R3

Cesto je vrlo korisno vizualizirati funkciju f jedne varijable = crtajuéi njen grafik
u (z,y)-ravni. PiSemo y = f(x) i crtamo skup tacaka oblika (z, f(z)), gdje =
uzima vrijednosti iz domena funkcije f. Obicno je grafik funkcije f neka kriva
u (x,y)-ravni. Medutim, nije svaka kriva u (x,y)-ravni grafik neke funkcije. Na
primjer, kruznica nije grafik nijedne funkcije.

U principu, trebali bismo biti u moguénosti da nacrtamo grafik funkcije sa bilo
kojim brojem varijabli, ali smo ogranic¢eni nemoguénoséu crtanja figura u vise od
tri dimenzije. Stoga mozemo crtati grafike funkcija sa najvise dvije varijable. Ako
je f funkcija varijabli z i y, piSemo z = f(z,y) i crtamo u (z,y, z)-prostoru skup
tacaka oblika (z,y, f(x,y)), gdje (z,y) uzimaju vrijednosti iz domena funkecije

12



1.4 Povrsi i normale u R3

f. Tako je grafik funkcije f obi¢no povrs, nisu sve povrsi u tri dimenzije grafici
funkcija sa dvije varijable. Na primjer, sfera nije grafik nijedne funkcije.

Bududéi da ée povrsi igrati centralnu ulogu u mnogim nasim razmatranjima,
opisat ¢emo novu klasu povrsi koje su opcenitije od povrsi dobivenih kao grafici
funkcija. Radi jednostavnosti, ograni¢it ¢emo nasSa razmatranja na slucaj tri
dimenzije.

Neka je 2 oblast u R? i neka je F/(z,v, 2) skalarna funkcija klase C1(€2).

Nabla operator (V operator ili Hamiltonov operator) je diferencijalni operator
oblika V = %i + a%j + %k gdje su i, j, k jedini¢ni ortogonalni vektori.

Djelovanjem operatora nabla na funkciju F dobivamo vektorsku funkciju koju
nazivamo gradijent funkcije F', a oznacavamo je sa grad F' ili VF":

grad F — <8F oF 8F>'

dx’ 9y’ 0z

Vrijednost grad F' u tacki (z,y, z) € Q prestavlja vektor ¢ije su komponente
vrijednosti parcijalnih izvoda funkcije F' u toj tacki. Prikladno je vizualizirati
grad F kao vektorsko polje (polje vektora), gdje jedan vektor grad F' izlazi iz
svake tacke (z,y,2) € Q.

Sada pretpostavimo da vrijedi

grad F'(z,y,z) # (0,0,0) (1.8)

za svaku tacku oblasti 2. Ovo znaci da parcijalni izvodi funkcije F' ne iS¢ezavaju
istovremeno ni u jednoj tacki iz Q. Pod pretpostavkom (1.8), skup tacaka (z,y, 2)
u 2 koji zadovoljavaju jednadzbu

F(z,y,z) =c (1.9)

za neku odgovarajucu vrijednost konstante c, je povrs u 2. Ova povrs se naziva
nivo-pours funkcije F. Konstantu ¢ uzimamo iz skupa vrijednosti funkcije F
na skupu Q. Na primjer, ako je (zo,yo,20) data tacka u i ako uzmemo ¢ =
F(z0,y0, 20), jednadzba

F(x,y,z) = F(zo, Yo, 20)

predstavlja povrs u Q koja prolazi kroz tacku (zo, yo, 20). Za razli¢ite vrijednosti
konstante ¢, jednadzba (1.9) predstavlja razli¢ite povrsi u Q. Svaka tacka u Q
lezi na tacno jednoj nivo-povrsi funkcije F', a dvije tacke (zo, Yo, 20) 1 (z1,¥y1,21)
leze na istoj nivo-povrsi ako i samo ako je

F(z0,90,20) = F(z1,91,21).
Na ovaj nacin se oblast {2 moze vizualizirati kao oblast sa¢injena od nivo-povrsi
funkcije F'.

Cesto smatramo da je ¢ u jednadzbi (1.9) parametar i kazemo da jednadzba
(1.9) predstavlja jednoparametarsku familiju povrsi u Q.

13



1.4 Povrsi i normale u R3

Kao primjer uzmimo funkciju
F(z,y,2) = 2% +y* + 2°.

Tada je
grad F(z,y, z) = (2z, 2y, 2z2),

i ako je Q cijeli prostor R3 osim ishodista, uvjet (1.8) je zadovoljen u svakoj tacki
skupa €). Nivo-povrsi funkcije F' su sfere sa centrom u koordinatnom ishodistu.
Kao jos jedan primjer, posmatrajmo funkciju

F(r,y,2) =y.

Tada je
grad F(z,y, 2) = (0,1,0),

i uvjet (1.8) je zadovoljen u svakoj tacki prostora R3. Nivo-povrsi funkcije su
ravni paralelne (z, z)-ravni.

Razmotrimo sada odredenu nivo-povr§ S, zadanu jednadzbom (1.9) za fiksnu
vrijednost ¢. Pod prethodno navedenim pretpostavkama o funkciji F', u svakoj
tacki na S, postoji tangentna (tj. tangencijalna) ravan. U toj ravni se nalaze svi
tangentni vektori na krive koje leZe na povrsi S, i prolaze kroz tacku (zo, yo, 20)
za koju vrijedi F(xq,yo,20) = ¢

U tacki dodira, gradijent grad F je normalan (okomit) na tu tangentnu ravan.
Zbog toga kazemo da je u svakoj tacki nivo-povrsi S, vektor grad F' normalan
na Se.

Podsjetimo se jednadzbe ravni u R3. Buduéi da koristimo oznake z, y, z
za koordinate, koristit ¢emo oznaku r za vektor polozaja tacke sa koordinatama
(z,y,2). Dakle, r = (z,vy, 2). Pretpostavimo sada da je P ravan koja prolazi kroz
fiksnu tacku ro = (2o, Yo, 20) 1 da je vektor normale dat sa n = (ng, n,,n.). Ako
je r vektor polozaja proizvoljne tacke na ravni P, tada vektor r — rg lezi u ravni
P i mora biti normalan na n. 1z toga slijedi da je

(r—rp) - n=0,
ili, u skalarnom obliku,
(. —z0)nz + (¥ — Yo)ny + (2 — 20)n = 0. (1.10)

Jednadzba (1.10) je jednadzba ravni P. Primijetimo da (1.10) ima oblik (1.9),
gdje je F(x,y, z) lijeva strana jednadzbe (1.10), a grad F' = (ng, ny, n.).

Vraéajuéi se sada na nivo-povr§ S, zadanu jednadzbom (1.9), lako je vidjeti
da je jednadzba tangentne ravni na S, u tacki (zg, yo, 20) data kao

oF oF oF
(- xO)%C”OvyOa 20) + (y — yo)afy(xo,yo, 20) + (2 — Zo)%(xo,yo, 29) = 0,
ili, u vektorskom obliku,

(r—rg)-grad F(rg) =0.
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1.5 Teorem o implicitno datim funkcijama

!‘ Gradf(x,y.; ‘

| i

Slika 1.2: Nivo-povrs, tangentna ravan i gradijent.

Kao primjer, nadimo jednadzbu tangentne ravni na sferu
24y +22=6
u tacki (1,2, —1). Imamo
F(z,y,2) =2 +y + 2%,

grad F(z,y, 2) = (21,24, 22),

grad F(1,2,—-1) = (2,4, -2).
Vektor (2,4, —2) je normalan na sferu u tacki (1,2, —1), a jednadZba tangentne
ravni u tacki (1,2, —1) je
2 —-1)+4(y—2)—2(z+1) =0,
odnosno
r+2y—z—6=0.

Ponovo razmotrimo povrs S. zadanu jednadzbom (1.9) i pretpostavimo da
tacka (zg, yo, 20) lezi na toj povrsini. Postavlja se pitanje da li je mogude opisati
S. jednadzbom oblika

Z = f(xvy)a

tako da S, bude graf funkcije f. Ovo je ekvivalentno pitanju da li je moguce
rijesiti jednadzbu (1.9) za z preko z i y. Odgovor nam daje teorem o implicitno
datim funkcijama kojem je posveéena sljedec¢a sekcija.

1.5 Teorem o implicitno datim funkcijama

Ako je %—f(:ﬂo, Yo, 20) 7 0, tada se jednadzba (1.9) moze rijesiti po z u odnosu na

z iy u okolini tacke (zo, Yo, z0). Stavise, parcijalni izvodi od z u odnosu na z i y,
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1.5 Teorem o implicitno datim funkcijama

tj. parcijalni izvodi funkcije f u (1.9), mogu se dobiti implicitnim diferenciranjem
jednadzbe (1.9), gdje se z smatra funkcijom od z i y:
0z F, 0z F,

or F,) 0oy F.

Sli¢no, ako %—5 ne is¢ezava u tacki (zo, yo, 20), tada u okolini tacke (zq, yo, 20)
mozemo rijesiti (1.9) po x 1 mozemo izracunati izvode od xz u odnosu na y i
z pomo¢u implicitnog diferenciranja. Zapravo, ako F zadovoljava uvjet (1.8) u
svakoj tacki 2, tada teorem o implicitno datim funkcijama tvrdi da u okolini bilo
koje tacke u € uvijek mozemo rijesiti jednadzbu (1.9) za bar jednu od varijabli
u odnosu na preostale dvije.

Ponovo, kao primjer, razmotrimo jednadzbu jedinicne sfere

2yt =1 (1.11)

U tacki (0,0,1) ove povrsi imamo %—5(0, 0,1) = 2. Prema teoremu o implicitno
datim funkcijama, moZemo rijesiti jednadzbu (1.11) po z u okolini tac¢ke (0,0, 1).
Zapravo, imamo

z=4+V1—-x2—y2 242 <1 (1.12)

U gornjem poluprostoru z > 0, jednadzbe (1.11) i (1.12) opisuju istu povrs.
Tacka (0, 0, —1) takoder pripada povrsi zadanoj jednadzbom (1.11), a 2£(0,0,-1) =
—2. U okolini tacke (0,0, —1) imamo

z=—\1—22—y2 2*4+y° <1 (1.13)

U donjem poluprostoru z < 0, jednadzbe (1.11) i (1.13) predstavljaju istu
povrs. S druge strane, u tacki (1,0,0) imamo %—5(1,0,0) = 0, i lako je vid-
jeti da nije moguée rijesiti (1.11) za z u terminima z i y u okolini ove tacke.
Medutim, moguce je rijesiti po  u odnosu na y i z. Na primjer, u okolini tacke
(%, %, %), koja zadovoljava (1.11), moguée ju je rijesiti po svakoj od varijabli
u odnosu na preostale dvije.

Opcenito, vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 1.5.1 (Teorem o implicitno datim funkcijama). Pretpostavimo da su
zadovoljeni sljedeéi uvjeti:

1) funkcija F(x1,...,2n,y) je definirana i neprekidna u (n+1)-dimenzionalnom
kvadru

D:[x(l)*Alvxtl)+Al]X"'X[xo*Amx2+An]X[?/O*A/,yOJFA/]

n

sa centrom u tacki (29,...,2% yo);
2) parcijalni izvodi F,, ..., F, | F, postoje i neprekidni su u D;
3) funkcija F u tacki (29, ...,29 yo) iscezava, tj. F(a%,...,2°, y0) = 0;
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1.6 Diferencijabilnost vektorske funkcije. Divergencija i rotor
vektorskog polja

4) parcijalni izvod F u toj tacki nije jednak nuli, tj. Fé(x(f, oo 22 y0) £ 0.

Tada
a) u nekoj okolini tacke (29,...,2%, vo), jednadzba
F(xy,...,2n,y) =0
definira y kao jednoznacnu funkciju varijabli xy, ..., x,, tj. y = f(z1,...,2,);
b) zaxy =2Y,... 2, =2V, ova funkcija poprima vrijednost yo, tj.

f(x?aax(r)b) = Yo;

¢) funkcija f(x1,...,x,) je neprekidna;

. . . . . p P
d) funkcija f ima neprekidne parcijalne izvode f, ..., f, , i vrijedi
/

! . IL ..
Je, = — 7 2 svakii=1,...,n.
Y

1.6 Diferencijabilnost vektorske funkcije. Diver-
gencija i rotor vektorskog polja

Vratimo se sada vektorskim funkcijama. Diferencijabilnost vektorske funkcije
moze se definirati preko diferencijabilnosti njenih komponenti. Neka je S otvoren
podskup iz R™. Posmatrajmo vektorsku funkciju

F:SHRma F(X):(fl(x)an(X)a'“afm(X))a XES,

gdjesu f; : S = R, i = 1,2,...,m, komponente funkcije F. Funkcija F je
diferencijabilna u tacki x € S ako su sve njene komponente f; diferencijabilne u
toj tacki.

Diferencijabilnost se moze definirati i ekvivalentno na sljedeé¢i nacin: funkcija
F je diferencijabilna u tacki x ako se moze aproksimirati linearnim preslikavanjem
R™ — R™ u blizini tacke x, pri ¢emu su greske "manje od linearnih”. To linearno
preslikavanje opisano je Jacobijevom matricom funkcije F u tacki x:

-%(X %(X) 8f1(x)_
(9:21 8132 axn
Oy O R
Jr(x) = o0x1 0xo oz,
Ofm a,,i ; aT,;
Foy D o Py
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1.6 Diferencijabilnost vektorske funkcije. Divergencija i rotor
vektorskog polja

Drugim rije¢ima, Jacobijeva matrica funkcije F sadrzi sve prve parcijalne
izvode komponenti funkcije F. Ona predstavlja matricu linearnog preslikavanja
koje najbolje aproksimira promjenu F u okolini tacke x.

Akojem =mn, tj. F: R™ — R", tada se Jacobijan funkcije F u tacki x definise
O(f1,f2,-,fn)

kao determinanta Jacobijeve matrice det(Jg(x)) i ¢esto oznacava sa .
O(w1,22,...,Tn)

Dakle,

on on  on
831‘1 (’)xz 8xn
on on . on
O for-ifn) _|\Bwy By On
0(x1,x2,...,2n) : : ) o
08, 0% | o,
8.1‘1 6332 axn

Jacobijan funkcije F mjeri lokalnu dilataciju ili kompresiju prostora koje F
proizvodi u okolini tacke x, kao i promjenu orijentacije. Specijalno, apsolutna
vrijednost Jacobijana opisuje faktor promjene n-dimenzionalne zapremine pri
preslikavanju. Zbog toga Jacobijan igra kljué¢nu ulogu kod smjene varijabli u
visestrukim integralima.

Sada ¢emo se upoznati sa dva vazna pojma divergencije i rotora vektorskog
polja , a koje formalno definiramo kao skalarni i vektorski proizvod operatora
nabla i vektorske funkcije F : S — R3, pri ¢emu je S otvoren podskup od R3.

Neka su x,y, 2z Descartesove koordinate u prostoru i neka je

F(m,y,z) = fl(xayvz)i + f2($7y,z)j + fS(xayvz)k

diferencijabilna vektorska funkcija. Divergenciju vektorske funkcije ili vektorskog
polja F definiramo kao

; ofi  Of  0Ofs
d F: ~F: —_— —_ —.
v v Ox * dy N 0z
Funkciju
i j k
rotF=V xF = % a% %
i fo fs

fs  0f2\,  (O0fr Ofs\. (0f2 Oh
ZJ3_ZJ2 Ji_ZJs =z 2y
( Oy Oz rr 9  or)? + ox Oy /)
zovemo rotor vektorske funkcije ili rotor vektorskog polja F.

Iz definicije rotora vektorske funkcije i teorema o jednakosti mjesovitih parci-
jalnih izvoda moZe se pokazati da za bilo koju C? funkciju ¢(z,y, z) vrijedi:

i j ok
6] ls] 6]

Vx (Vo) =9 vy 2:|=0
9¢  0¢ 99
ox Jy 0z

18



1.7 Krive i tangente u R?

1.7 Krive i tangente u R3

Najéeséi nacin opisivanja krive u R? je pomoéu parametarske reprezentacije. Ako
r oznacava vektor polozaja tacke na krivoj C, tada se C' moze opisati vektorskom
jednadzbom

r=F(t), tel, (1.14)

gdje je I C R neki interval, a F(t) = (f1(¢), f2(t), f3(t)) vektorska funkcija
parametra t. Ako piSemo r = (z,y, z), tada je vektorska jednadzba (1.14) ekvi-
valentna sistemu od tri jednadzbe

v =fi1(t), y=/rut), z=fs(t); tel (1.15)

Pretpostavljamo da funkcije f1, f2 i f3 pripadaju C*(I) i da njihovi izvodi ne
iS¢ezavaju istovremeno ni u jednoj tacki iz I, tj.

dfr dfy dfs
(dt,dt,dt);é(o,o,m, tel (1.16)

Tada za svaki ¢ € I, nenula vektor

dr  dF(t) (dfl dfs df3>

dt — dt

dt’ dt’ dt

je vektor tangente na krivu C' u tacki (f1(t), f2(t), f3(t)) te krive.

Primjer 1.7.1. Kriva zadana jednadzbama
x =cost, y=sint, z=t, teR,
poznata je pod imenom heliks (slika 1.3). Imamo

dr dy d
(d? d—? dj) = (—sint,cost,1).

Za t = 7/2 na heliksu odgovara tacka (0,1,7/2), a u toj tacki vektor (—1,0,1)
je vektor tangente na heliks.

Drugi nagin opisivanja krive u R? je koristenjem ¢injenice da je presjek dviju
povrsi obiéno kriva. Neka su Fj i F, realne funkcije klase C' definirane na nekoj
oblasti Q C R? i pretpostavimo da grad F i grad F, ne is¢ezavaju u Q. Tada,
skup tacaka koji zadovoljava svaku od jednadzbi

Fl(x,y,z) = (1, Fg(l',y,Z) = C2 (117)

predstavlja povrs, i stoga skup tacaka koji zadovoljava obje jednadzbe mora lezati
na presjeku ove dvije povrsi. Taj presjek, ako nije prazan, opcéenito je kriva.

U stvari, ako napravimo dodatnu pretpostavku da grad F; i grad F5 nisu
kolinearni ni u jednoj tacki iz €2, tada je presjek (ako nije prazan) ove dvije
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1.7 Krive i tangente u R?

4
>/r(n/z) = (10D
Aoz

Slika 1.3: Grafik krive (cost,sint,t) iz Primjera 1.7.1.

povrsi zadane jednadzbama (1.17) kriva. Pretpostavka o nekolinearnosti vektora
grad F; i grad F> moze se izraziti u sljede¢em obliku

grad Fy(z,y,z) x grad Fy(z,y,2) #0, (z,y,2) € . (1.18)

Dokazat ¢emo gore navedenu tvrdnju pokazujuéi da, pod pretpostavkom
(1.18), ako je (zo, yo, 20) neka tacka u Q koja zadovoljava jednadzbe (1.17), tada
se skup tadaka (x,y, z) koji zadovoljava (1.17) u okolini (x¢, yo, 20) moZe opisati
parametarski jednadzbama oblika (1.15). Buduéi da je

O(Fy, Fy) O(F1, Fy) 8(F1,F2)>
A(y,z) ' Oz,x)  O(z,y) )’

grad I} x grad F; = ( (1.19)

gdje je % Jacobijan definiran kao

OFL,Fy) _ |5 G| _0FROF, OF OF
oNy,z) aa—f;? O\ Oy 0z 0z Oy’

uvjet (1.18) znacli da je u svakoj tacki skupa € bar jedan od Jacobijana sa desne
strane (1.19) razli¢it od nule. Pretpostavimo, na primjer, da je

O(Fy, Fy)
(y, 2)

Opéenitiji oblik teorema o implicitno datim funkcijama tvrdi da je u okolini tacke
(20, Yo, 2z0) mogude rijesiti sistem jednadzbi (1.17) po y i z u odnosu na x:

y=g(x), z=h(x). (1.20)

Ako postavimo x = ¢, jednadzbe (1.20) mogu se zapisati u parametarskom
obliku

£0.

(z0,Y0,20)

x=t, y=g(t), z=h(). (1.21)
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1.7 Krive i tangente u R?

Ovo pokazuje da u okolini tacke (xo,yo,20) skup tacaka (x,y, z) koji zado-
voljava (1.17) ¢ini krivu sa parametarskom reprezentacijom zadanom pomoéu
(1.21). Primijetimo da se u (1.21) varijabla z zapravo koristi kao parametar
krive. Opcenito, pod pretpostavkom (1.18), jednadzbe (1.17), sa odgovarajuéim
vrijednostima c; i cg, predstavljaju krivu. U okolini bilo koje tacke na toj krivoj,
ona se moze predstaviti parametarski, s jednom od varijabli koja se koristi kao
parametar.

Primjer 1.7.2. Neka su
Fi(x,y,2) = 22 +y? -z, Fy(x,y,z) = 2.

Imamo

grad F; = (2z,2y,—1), grad F> = (0,0,1),
i lako je vidjeti da, ako je Q = R3\ {(z,y,2) : # = 0 iy = 0}, tada je u  uvjet
(1.18) zadovoljen.

Slika 1.4: Grafici funkcija z = 22 +y2, z = 1 i krive (t, +V1 — 2, 1) iz Primjera
1.7.2.

Jednadzbe
24y —2=0, z=1

predstavljaju kruznicu koja je presjek paraboloida predstavljenog prvom jed-
nadzbom i ravni predstavljene drugom jednadzbom. Tacka (0, 1, 1) lezi na kruznici,
a u okolini ove tacke kruznica ima parametarsku reprezentaciju

r=t, y=+v1—-t3, z=1; te(-1,1).

Pretpostavimo sada da je kriva C' zadana parametarski jednadzbama (1.15),
gdje funkcije f1, f2, f3 zadovoljavaju uvjet (1.16). Da li je moguce predstaviti
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1.7 Krive i tangente u R?

C jednadzbama oblika (1.17)7 Ili, u geometrijskom smislu, da li je C' presjek
dvije povrsi? Odgovor na ovo pitanje je potvrdan. Zapravo, razmotrimo tacku
(20, Y0, 20) koja odgovara t = ty i pretpostavimo da fi(t9) # 0. Tada, prema
teoremu o implicitno datim funkcijama, jednadzba

x— f1(t)=0
moze se rijesiti po ¢ u odnosnu na x za (z,t) u okolini (zo, to), tj.
t=g(x). (1.22)
Zamjenjujuéi (1.22) u jednadzbe iz relacije (1.15), dobivamo

y = falg(2), z= fa(g(z)). (1.23)

Jednadzbe (1.23) predstavljaju krivu C' u okolini (zo, yo, 20) kao presjek dvije
povrsi koje su zapravo cilindriéne povrsi. Prva od jednadzbi (1.23) opisuje cilin-
dri¢nu povrs sa generatrisama paralelnim z-osi, dok druga jednadzba opisuje
cilindricnu povrs sa generatrisama paralelnim y-osi. Sada je jasno da su oba
na¢ina predstavljanja krive u R? sustinski ekvivalentna. U nastavku é¢emo koris-
titi onu reprezentaciju krive koja nam je prikladnija.

Razmotrimo ponovo jednadzbe (1.17). Svakom skupu odgovarajuéih vrijed-
nosti ¢; i ¢o odgovara kriva opisana jednadzbama (1.17). Za razli¢ite vrijednosti
1 1 ¢g, jednadzbe (1.17) opisuju razlic¢ite krive. Skup svih ovih krivih naziva se
dvoparametarska familija krivih, a c1 i co se nazivaju parametrima ove familije.

Primjer 1.7.3. Neka su Fj, Fy i  kao u Primjeru 1.7.2. Za odgovarajuce
vrijednosti ¢y i co, jednadzbe

x2+y2—z:cl, Z = Cy

predstavljaju dvoparametarsku familiju krivih koje su kruznice u 2. Odgovarajuce
vrijednosti ¢; i ¢o su svi parovi realnih brojeva koji zadovoljavaju uvjet

c1+co > 0.

U parametarskoj reprezentaciji (1.15) krive C, pretpostavljeno je da su ko-
ordinatne funkcije f1, f2, f3 klase C*(I), a njihovi izvodi da zadovoljavaju uvjet
(1.16). Ove pretpostavke garantuju da je vektor tangente (fi(t), f4(t), f4(t)) uvi-
jek razli¢it od nule i da se neprekidno mijenja na C, Sto znaci da C nema Spiceve.
Takva kriva C' se ponekad naziva glatkom krivom. U ovoj knjizi bavit ¢emo se
samo glatkim krivama, iako nec¢emo uvijek koristiti rije¢ "glatka”.

Kriva C moze imati mnogo razli¢itih parametarskih reprezentacija. Na prim-
jer,

z=t, y=t z=t; te]0,00), (1.24)

r=t"—1, y=t*-1, z=t*—1; te[l,00), (1.25)
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1.8 Diferencijabilne mnogostrukosti

predstavljaju istu krivu, koja je prava linija koja pocinje u koordinatnom pocetku i
prolazi kroz tacku (1,1,1). Cesto kazemo da su (1.24) i (1.25) dvije parametarske
reprezentacije ove prave.

Opcenito, pretpostavimo da je kriva C' parametarski predstavljena jednadzbama
(1.15). Neka je g funkcija klase C!(I) takva da d%—(tt) > 0zatel,ipostavimo

t'=g(t), tel.

Kako se t mijenja unutar intervala I, ¢’ se mijenja unutar nekog intervala I’.
Bududéi da je g strogo rastuca funkcija, g ima inverznu funkciju, oznac¢imo je sa
h

)

t=h(t), telr.
Nova parametarska reprezentacija krive C' data je jednadzbama
v=H({), y=hLOE), z=f(ht); el

Predstavljanje krive kao presjeka povrsi takoder se moze uciniti na mnogo
razli¢itih nac¢ina. Na primjer, kriva predstavljena parametarski jednadzbama
(1.24) ili (1.25) moze se predstaviti jednadzbama

y—x=0, z—z=0; x>0,

ili jednadzbama
r+y—2z=0, z—y=0;, z2>0.

1.8 Diferencijabilne mnogostrukosti

Na kraju ovog poglavlja definiramo pojmove mnogostrukosti i podmmnogostrukosti
u R™.
Najprije ¢emo uvesti pojmove topoloskog prostora i homeomorfizma.

Definicija 1.8.1 (Topoloski prostor). Neka je X skup. Familiju T podskupova
skupa X nazivamo topologijom na X ako zadovoljava sljedeée uvjete:

1. 0,X e T,
2. zatvorena je na konacne presjeke, tj. ako su U,V € 7, onda je UNV € T,

3. zatvorena je na proizvoljne unije, tj. ako je {Uy}aca C T, onda je

UUQGT.

acA

Par (X, 7) nazivamo topoloskim prostorom, a elemente T nazivamo otvorenim
skupovima.
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1.8 Diferencijabilne mnogostrukosti

Cesto umjesto topoloski prostor (X, 7) kazemo samo topoloski prostor X kada
je iz konteksta jasno o kojoj topologiji je rijec.

Primjer 1.8.1. Skup R sa familijom svih otvorenih intevala oblika (a,b), pri
¢emu je —oo < a < b < 400, je topoloski prostor.

Definicija 1.8.2 (Homeomorfizam). Neka su (X, 1) ¢ (Y, 72) topoloski prostori i
f: X =Y neko preslikavanje. KaZemo da je f homeomorfizam ako su ispunjensi
sljedeéi uvjeti:

e f: X =Y je bijekcija,
e za svaki U € 11 je f(U) € 7o,
o 2a svakiV €1y je f71(V) €7y

U sluc¢aju da postoji homeomorfizam izmedu topoloskih prostora (X, 1) i (Y, 72),
kazemo da su oni topoloski ekvivalentni.

Sada ¢emo definirati pojam topoloske mnogostrukosti.

Definicija 1.8.3 (Topoloska mnogostrukost). Neka je M topoloski prostor. KazZemo
da je M topoloska mmnogostrukost dimenzije n ako su zadovoljena sljedeéa tri
uslova:

1. M je lokalno euklidski prostor dimenzije n, tj. za svaku tacku iz M postoji
njena okolina koja je homeomorfna sa nekim otvorenim podskupom od R™;

2. M je Hausdorffov prostor, tj. za svaki par tacaka x,y € M postoje disjunk-
tni otvoreni podskupovi U,V C M takvi da je x € U,y € V;

3. M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, tj. postoji prebrojiva baza otvorenih
skupova za topologiju od M .

Prije nego definiramo diferencijabilnu mnogostrukost, definirajmo pojam difeo-
morfizma.

Definicija 1.8.4 (Difeomorfizam). Neka su U CR™ ¢V C R™ otvoreni skupouvi.
Funkcija f : U — V je C"-difeomorfizam, 1 < r, ako je:

o bijektivna,
o klase C",
o i inverzna funkcija f~1:V = U takoder klase C™.

U tom sluc¢aju kazZemo da su skupovi U iV C"-difeomorfni.
Ako je r = oo, govorimo o glatkom difeomorfizmu, a U ¢ V su tada glatko
difeomorfni.

Iz definicija homeomorfizma i difeomorfizma, jasno je da je svaki difeomor-
fizam ujedno i homeomorfizam.
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1.8 Diferencijabilne mnogostrukosti

Definicija 1.8.5 (Karta). Neka je M topoloski prostor, U C M neki otvoren
skup, a ¢ : U — o(U) C R™ homeomorfizam. Par (U,¢) se zove karta na
prostoru M .

Za dvije karte (U, @) i (V,4) kaZemo da su C"-saglasne ako vrijedi:

« UNV #£0,
e o l:ipUNV)—=y(UNV) jeCr-difeomorfizam.

Definicija 1.8.6 (Atlas). Neka je M topoloski prostor. Skup A = {(Us, ¥a)}aca
karata na M zove se atlas klase C* (ili C"-atlas) na M ako:

1. otvoreni skupovi Uy, C M pokrivaju M, tj. U,c s Ua = M,
2. sve karte (Ua, 9o) © (Ug, pg) iz A su medusobno C"-saglasne.
Sada ¢emo definirati pojam diferencijabilne mnogostrukosti.

Definicija 1.8.7 (C"-mnogostrukost). Neka je M topoloski prostor dimenzije n.
Kazemo da je M C"-mnogostrukost dimenzije n ako ma M postoji atlas klase
C", tj. familija karata {(Uy, o) }taca koja pokriva M i za koju su preslikavanja
prijelaza

ps0¢a"  Pa(Ua NUs) = pp(Ua NUp)

C"-difeomorfizmi, r > 1.
C"-mnogostrukosti (r > 1) zovu se jos i diferencijabilne mnogostrukosti, a u
slucaju r = oo koristimo i naziv glatke mnogostrukosti.

Definicija 1.8.8 (Podmnogostrukost). Neka je M n-dimenzionalna diferencija-
bilna mnogostrukost, a N C M neprazan podskup. KazZemo da je N k-dimenzionalna
podmnogostrukost mnogostrukosti M ako za svaku tacku p € N postoji karta
(U, ) na M, gdje je U C M otvoren skup koji sadrzi tacku p, takva da vrijedi:

»(U) CR", o(UNN)={(x1,...,2n) €U) : 241 ="+ =2, =0}.

Drugim rijecima, u svakoj tacki p € N, skup N je lokalno difeomorfan sa R x
{0} C R".
Takva podmnogostrukost se naziva regularna (ili ulozena) k-podmnogostrukost.

Slijede neki od jednostavnijih primjera mnogostrukosti i podmnogostrukosti.

Primjer 1.8.2. Euklidski prostor R™ je osnovni primjer n-dimenzionalne difer-
encijabilne mnogostrukosti. Lokalno, svaki njegov otvoreni podskup je trivijalno
difeomorfan samom R™.

Primjer 1.8.3. Sfera S? = {(x,y,2) € R? : 22+y?+2% = 1} je dvodimenzionalna
diferencijabilna mnogostrukost, jer lokalno izgleda kao otvoreni podskup R2. Na
primjer, pomoc¢u stereografske projekcije mozemo postaviti atlas koordinata.
Osim toga, S? je i podmnogostrukost u R3, jer se moze definirati kao nivo-
povrs glatke funkcije
F(x,y,2) = 2% +y* + 22,
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1.8 Diferencijabilne mnogostrukosti

odnosno S? = F~1(1). Gradijent grad F' = (2z,2y,22) je nenula na S?, pa
iz teorema o implicitnoj funkciji slijedi da je S? regularna dvodimenzionalna
podmnogostrukost od R3.

Primjer 1.8.4. Kriva u R?, na primjer, kruznica
C={(z,y,2) eER®: 2% +9°> =1, z=0},

je jednodimenzionalna podmnogostrukost od R3. Ona je difeomorfna sa je-
dini¢cnom kruznicom

St ={(z,y) e R*: 2® +¢* =1}.

Primjedba 1.8.1. Skupovi C i S! iz prethodnog primjera nisu doslovno isti
objekti jer su usadeni u razli¢ite prostore: S' je jediniéna kruznica u ravni R?,
dok je C jedini¢na kruznica u R3, koja lezi u ravni z = 0. Medutim, izmedu njih
postoji prirodan difeomorfizam (na primjer, preslikavanje (z,y) — (z,y,0)), pa
se u literaturi ¢esto ne pravi razlika i oba skupa se oznacavaju istim simbolom.

Primjer 1.8.5. Ravan u R3, na primjer
P ={(z,y,2) € R®: 2 =0},

je dvodimenzionalna podmnogostrukost od R3. Lokalno izgleda kao R?, pa je
trivijalan primjer podmnogostrukosti.

Svi prethodni primjeri su glatke mnogostrukosti (odnosno glatke podmno-
gostrukosti kada su posmatrani u R™). Konkretno:

e R" je trivijalna glatka n-dimenzionalna mnogostrukost;

o 5? je glatka 2-dimenzionalna mnogostrukost i glatka podmnogostrukost u
R3;

o Stikruznica C C R3 su glatke 1-dimenzionalne mnogostrukosti;

« ravan P C R? je glatka 2-dimenzionalna podmnogostrukost.
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Poglavlje 2

O rjesenjima, klasifikaciji i
pocetno-rubnim problemima

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (u
daljnjem tekstu cesto ¢emo koristiti skra¢enicu PDJ, nezavisno o padezu, jed-
nini ili mnozini), klasificirati ih prema linearnosti te definirati pojam rjesenja.
Takoder, razmotrit ¢emo razli¢ite vrste pocetno-rubnih problema i ukratko ob-
jasniti Sta znaci korektno postavljen problem.

2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Jednadzba koja pored nepoznate funkcije od dvije ili viSe nezavisnih varijabli
sadrzi i njene parcijalne izvode naziva se parcijalna diferencijalna jednadzba. U
op¢em slucaju parcijalnu diferencijalnu jednadzbu mozemo napisati u obliku

7 ou ou 9%u Ok 0
Tlyeee s Ty Uy ey oy ooy —— | =0,
Lreees 0x, Ox, Ox2 Oxk

gdje je F' data funkcija nezavisnih varijabli x1, ..., x,, nepoznate funkcije u =
u(x1,...,x,) 1 konacnog broja njenih parcijalnih izvoda.

Red parcijalne diferencijalne jednadzbe (2.1) je red najviseg parcijalnog izvoda
koji se pojavljuje u jednadzbi (2.1).

S obzirom na to kako smo napisali opéi oblik, PDJ (2.1) je k—tog reda, k& > 0.

(2.1)

Primjer 2.1.1. Odrediti red svake od sljede¢ih jednadzbi, gdje je u = u(zx,y):

. Ou 5 0u
() 5z +7"5, =0
?u  0*u  Ou 5
s 27 i Z7 z—2y.
(i) 92 + " - 5e ;
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

O P, O o Pu_
oxt Oyt 0x20y?  0x3  Oy:

D)
Rjesenje. Jednadzba (i) je prvog reda, (ii) je drugog reda, dok je (iii) Cetvrtog
reda.

¢

Definicija 2.1.1. Funkcija u = u(x1, ..., z,) € CF(Q) je rjesenje parcijalne difer-
encijalne jednadzbe (2.1) ako zadovoljava jednadzbu (2.1) identicki u svakoj tacki
oblasti Q) C R"™.

Rjesenja iz prethodne definicije zovemo klasicna ili jaka. Ova matematicka
formulacija je previse rigidna za prakti¢nu primjenu, jer mnogi fizikalni problemi
od interesa nemaju jaka rjesenja. Umjesto toga, postoje slaba i distribucijska
rjeSenja kojima se ovdje necemo baviti.

Budu¢i da smo pretpostavili da je funkcija u € C¥(Q), iz Clairaut—Schwarzovog
teorema slijedi da su mjesoviti izvodi jednaki te redoslijed racunanja parcijalnih
izvoda nije relevantan.

S obzirom na to da ne postoji opca teorija koja obuhvata rjesavanje svih
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, a imajuéi u vidu raznolikost fenomena koje
one modeliraju, istrazivanje se usmjerava na specificne parcijalne diferencijalne
jednadzbe koje su kljucne za teorijski razvoj ili prakticnu primjenu.

Sljedecih nekoliko primjera ilustriraju rjesavanje jednostavnih parcijalnih di-
ferencijalnih jednadzbi.

Primjer 2.1.2. Neka je data jednadzba
Pu
oxdy
Nadi funkciju u(z,y) € C3(R?) koja zadovoljava tu jednadzbu.

RjeSenje. Jednadzbu mozemo napisati u obliku

o (ou)
ox \oy)
Iz ovog oblika vidimo da izraz u zagradi nije funkcija varijable x. Integrirajuci po

x datu jednadzbu dobivamo

0
au_ (y) (pri ¢emu funkeija ¢ ne zavisi od x).

oy
Integriraju¢i dobivenu jednadzbu po y dobivamo opce rjesenje

u(z,y) = /w(y) dy + f(z) (pri Cemu funkcija f ne zavisi od y),

ili

u(z,y) = f(2) + g(y). |

U ovom tjesenju f i g su proizvoljne funkcije iz C%(R). ¢
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Iz oblika rjesenja u prethodnom primjeru, mozemo zakljuc¢iti da nismo do-
bili samo jednu funkciju u, ve¢ beskonatno mnogo funkcija oblika u(z,y) =
f(x) + g(y), pri ¢emu su f,g € C%(R) proizvoljne funkcije, tj., dobili smo opce
rjeSenje. Za razliku od opéeg rjesenja obic¢ne diferencijalne jednadzbe, koje sadrzi
onoliko proizvoljnih konstanti koliki je red jednadzbe, opce rjesenje parcijalne
diferencijalne jednadzbe ukljuc¢uje proizvoljne funkcije, i to onoliko njih koliki je
red te jednadzbe.

Primjer 2.1.3. Rijesiti jednadzbu

ou  0%u
— + =0.
dr  Ox 0y
Rjesenje. Uvedimo smjenu
ou

Tada se data jednadzba moze zapisati u obliku
4v + ' (y) = 0.

Ovo je obitna diferencijalna jednadzba prvog reda kod koje se promjenljive
mogu razdvojiti. Lako se dobije da je njeno rjesenje dato sa

v(y) =Ce ™,

pri ¢emu je C proizvoljna konstanta (koja moZe ovisiti od z). Stoga, mozemo
pisati

o(y) = f(z)e™,
pri ¢emu je f proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija. Odavde imamo

O ) = ).

Da bismo odredili funkciju u, integriramo po x:
u(ey) = [ f@)do+g) = [ fo)do o+ glo)

Ako oznacimo
F(o) = [ f(a)da.

dobijamo opce rjesenje u obliku

u(w,y) = e VF(2) +g(y). |

U ovom rjesenju su F' i g proizvoljne neprekidno difirencijabilne funkcije svojih
argumenata. ¢

Primjer 2.1.4. Rijesiti sljede¢u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu treceg reda
0u
0z0y0x

=0, u =u(z,y,2).
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

RjeSenje. Jednadzbu mozemo napisati u obliku

ou [ 0*u —0
0z \oyozx )
Ako z i y posmatramo kao konstante, onda integracijom po z dobivamo

0%y
Dy0r f(z,y),

gdje je f € C*(R?) proizvoljna funkcija od z i y. Posljednju jednadzbu mozemo

napisati u obliku
0 (0u
aiy (&r) = f(z,y).

Sada, posmatrajuéi x kao konstantu, integracijom po y, dobivamo

% =/f(x,y)dy+g(w7Z)7

gdje je g € C?(R?) proizvoljna funkcija od z i z. Stavimo h(z,y) = [ f(z,y)dy.
Imamo

ou

i h(z,y) + g(x, z).

Integriraju¢i ovu jednadzbu po x, pri ¢emu smatramo y i z konstantama, dobi-
vamo opce rjeSenje

w(e,y,2) = / Wz, y)dz + / o, 2)de + H(y, 2).

Stavljaju¢i F(z,y) = [h(z,y)dz i G(z,z) = [g(z,2)dz, vidimo da je opce
rjeSenje dato sa

‘u(ac7y7z) = F(z,y) + G(z,2) + H(z,y). ‘

U ovom rjesenju F, G, H € C3(R?) su proizvoljne funkcije odgovarajuéih varijabli.

¢
Primjer 2.1.5. Odrediti rjeSenje u = u(z,y) jednadzbe

ou 9
—_— = 2
oy x° + 2y,

koje zadovoljava uvjet u(x,z?) = 1.
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Rjesenje. Ako x smatramo konstantom, integracijom po y dobivamo opée
rjesenje

u(z,y) = 2%y +y° + f (@),
gdje je f € CY(R) proizvoljna funkcija od z. Iz uvijeta u(z,2?) = 1, dobivamo
f(x) =1 —2z*. Dakle, kona¢no rjesenje je

u(z,y) = 2%y +y? +1 — 22,

¢
Primjer 2.1.6. Odrediti rjesenje jednadzbe
82
Pu_,
0y?

koje zadovoljava uvjete u(z,0) =1, u,(0,y) = .

Rjesenje. Jednadzbu mozemo napisati u obliku

o (o) _,
dy \dy/)
Integracijom po y dobivamo

ou

gdje je p(z) € CYHR) proizvoljna funkcija od x. Ponovnom integracijom po y
dobivamo opce rjesenje

u(z,y) =y* + o(x)y + (),

gdje je (x) € C*(R) proizvoljna funkcija od x. Iz uvjeta u(x,0) = 1 dobivamo
Y(z) = 1. Uvjet uy(z,0) = = daje ¢(x) = . Konacno rjeSenje je

u(z,y) =y +ay + 1]

Primjer 2.1.7. Iz opceg rjesenja jednadzbe
2

dydr

Tty

izdvojiti ono koje zadovoljava sljedeée uvijete: u(x,0) = z, u(0,y) = y>.
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

RjeSenje. Najprije odredimo opce rjesenje. U tom cilju, jednadzbu napisemo

u obliku
0 (Ou n
— =)=z +y.
y \ 0w Y
Integracijom po y, smatrajuc¢i x konstantom, dobivamo
0 Y 2
5= | eyt o@) =y + Gt ole),
gdje je ¢(z) € C(R) proizvoljna funkcija od z. Integracijom po z dobivamo opée
rjesenje
2

x x 2 x 2
u(x,y) :/0 J:ydx—l—/o %dw—i—/o o(x)dx+1Y(y) = %4—%4—@1(33)—&-1#(?;),

gdje je p1(x) = fox o(z)dxr € C3(R), ¥ (y) € C3(R). Iz uvjeta dobivamo

e1(x) +¢(0) =
e1(0) +¥(y) = o,

01(0) = 0, ¥(y) = y?, p1(x) = z. Dakle, rjesenje koje zadovoljava date uvjete,
glasi

2 2
X X
a%y oy

2 2

u(z,y) = +z+y>

¢

Primjer 2.1.8. Odrediti opce rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe te iz-
dvojiti ono koje zadovoljava date uvjete

0%u ~ Ou
oyox Oy
9u(0,y)

9y 3%, u(z,0) =0.

RjeSenje. Data PDJ moze se zapisati u obliku
0 (0u
— | = - =4.
y (89& u>

ou

gdje je f proizvoljna diferencijabilna funkcija svoje varijable. Dobivenu jednadzbu
mozemo posmatrati kao obi¢nu linearnu diferencijalnu jednadzbu po nepoznatoj

Odavde dobivamo da je
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

funkeiji u(x,y), varijabli « i parametru y. RjeSenje ove diferencijalne jednadzbe
je

wa) = o (cw+ [y sane i)

e <C’(y)+ / dye~dz + / f(:c)e““’dx)

= e"Cly) —4dye "+ e‘”/f(x)e_ldac.

Odavde imamo da je

du(z,y)

Ty = excl(y) — 4€7I.
Na osnovu prvog uvjeta, imamo
ou(0,y
(83/ : =) —4 / 2
du(0,y) , = C'(y) —4=3y",
Ay

odnosno
C'(y) =3y +4 = Cy)=y>+4y+A,

gdje je A proizvoljna konstanta. Sada, imamo
u(z,y) =€* (y3 +4y+ A) —dye " +€” / f(z)e %dx

Drugi uvjet u(z,0) = 0 daje

Zg’gsig””+l+e“”ff($)€_md$ } — A= —/f(x)e*wdx.

Sada izraz za u(z,y) postaje

Lu(z,y) = e (" + 4y) — 4y.|

¢
Primjer 2.1.9. Data je parcijalna diferencijalna jednadzba %1; + % =0,u=
u(x,t). Linearnom smjenom varijabli « = ax + bt, § = cx + dt, datu jednadzbu

svesti na obi¢nu diferencijalnu jednadzbu, pa je rijesiti.
Rjesenje. Na osnovu smjene, vidimo da je u = u(a(z,t), f(x,t)). Primijenom
pravila za diferenciranje slozene funkcije (lan¢ano pravilo), imamo:

Ou _ Ou  Ou  Ou_,0u. Ou
or ‘oo ‘03" ot oa ‘0B
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Nakon zamjene u datu jednadzbu, imamo

ou ou
b)— d)— =0.
(a+)6a+wc+)aﬁ
Pogodnim izborom konstanti a,b, ¢ i d, eliminiramo jedan od parcijalnih izvoda.
Na primjer, ako izaberemo a = 1,b = —1,¢ = 1,d = 0, dobivamo jednadzbu
0
gu _ .
op

Rjesenje ove jednadzbe je u = f(«), (8to je konstantno u odnosu na ) gdje je f
proizvoljna C! funkcija. Dakle, opée rjesenje je dato sa

u(z,t) = f(z —1). |

Napomenimo da i drugacijim izborom konstanti mozemo dobiti rjesenje. ¢

Jednostavniji tip zadatka ukljucuje provjeru je li neka funkcija rjesenje zadane
parcijalne diferencijalne jednadzbe, sto ilustriraju sljedeéi primjeri.

Primjer 2.1.10. Pokazati da funkcija u = u(x, y) definirana sistemom jednadzbi

xcosa+ysina+Inu = f(a), 2.2)

—rsina+ycosa = f'(a),

gdje je @« = a(z,y) promijenjivi parametar i f je proizvoljna diferencijabilna
funkcija, zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

ou\? (o)
Ox oy)
Rjesenje. Prvi diferencijal prve jednadzbe sistema (2.2) je

d
+= =0
u

drcosa + dysina + da(—zsina + ycosa — f/(a))
Odavde koristenjem druge jednadzbe sistema (2.2), dobivamo u konaénici
du = —ucos adr — u sin ady.

S obzirom na oblik prvog diferencijala funkcije u = u(z,y), imamo
Ju (] .
— = —ucosa, — = —usina.
Ox " Oy

Kvadriranjem svakog od izraza i njihovim sabiranjem dobivamo identitet
ou\” L ou\? 9
— — | =u’.
or oy
¢

Primjer 2.1.11. Pokazati da funkcija u = u(x,y) zadana relacijom u = z¢ (%)
zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
Ju ou

x%—l—ya—y:u.
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

RjesSenje. Diferenciranjem po x iy izraza u = xp (%), dobivamo

u y / % —y

8x_(p(x)+xw (a: 22 )’

u _ (g) 1

oy v \e) e

Mnozenjem prve relacije sa x, druge sa y i sabiranjem tako dobivenih relacija,
dobivamo identitet

oz y@yi '
¢

Postoje parcijalne diferencijalne jednadzbe koje nemaju rjeSenja. Na primjer,
parcijalna diferencijalna jednadzba

edr =0, u=u(x,y),

nema rjesenje. Takoder, rjeSenje nema ni sljedeca PDJ

ou\>
I +1=0, u=u(z,vy).

Dakle, nemamo garanciju da ¢e PDJ kao sto je (2.1) imati rjeSenje. Zato
ne mozemo ocekivati da imao neki generalni teorem o egzistenciji rjeSenja za
jednadzbu (2.1).

Kako formirati parcijalne diferencijalne jednadzbe? Jedan od nacina, koji
je vrlo zahtjevan i nece biti predmet ove knjige, jest pracenje odredene pojave i
modeliranje iste odgovaraju¢om parcijalnom diferencijalnom jednadzbom. Drugi,
znatno jednostavniji pristup, sastoji se u tome da, polazec¢i od rjesenja, formiramo
odgovarajucu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ¢ije je to rjesenje. Sljedeéi prim-
jeri ilustrirat ¢e ovaj drugi nac¢in dobivanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Primjer 2.1.12. Formirajmo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ¢ije je rjeSenje
dato sa u = f(x — y), gdje je f proizvoljna diferencijabilna funkcija.
Rjesenje. Stavimo z =z —y. Onda je

Ou _ df 0z _ df Ou _ df 0z _ _df

Or dz0x dz’ Oy dz0y  dz’

Sabirajué¢i ove dvije jednakosti dobivamo

ou ou_,
or Oy

Ovo je parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda cije je rjesenje funkcija

u= f(r—y). \
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Primjer 2.1.13. Formirati parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljava
(¢ije je rjesenje) dvoparametarska familija povrsi data sa

f(xay>u7a7b) = 07

gdje su a i b proizvoljni parametri i u = u(z,y).

RjesSenje. Diferenciranjem ove jednadzbe po z i y dobivamo

of . of . of  Of _

— — =0, = — =0
Ox +p8u T 9y By ’
. u -, ou .. . : N S
gdje je p = 7z ig= 70 Eliminacijom parametara iz ove dvije jednadzbe i
x

jednadzbe f(zx,y,u, a,b) = 0, dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog
reda

‘F(m,y,u,p,q) :O.‘

Rjesenje ove PDJ je dvoparametarska familija povrsi. ¢

Primjedba 2.1.1. U proucavanju funkcija vise varijabli cesto je potrebno par-
cijalne izvode zapisivati na pregledan nacin. Pored danas uobicajene Leibnizove
notacije, u literaturi se cesto koristi i Mongeova notacija, posebno u teoriji par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Neka je u = u(z,y) funkcija dviju varijabli. Monge uvodi sljede¢e oznake za
parcijalne izvode prvog reda

_ Ou _ Ou

p—%, q_ﬁiy'

Parcijalni izvodi drugog reda oznacavaju se sa

0% 0% %

== t==.
o2’ ° Oxdy’ Oy?

Ova notacija omogucava kraci i pregledniji zapis mnogih parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi drugog reda.

Primjer 2.1.14. Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljava
dvoparametarska familija sfera sa fiksnim poluprec¢nikom r > 0

(x —a)® + (y — b)? +u® =12

Rjesenje. Stavimo f(x,y,u,a,b) = (x—a)?+(y—b)%+u?—7r2. Diferenciranjem
po x i y, dobivamo

(x—a)+up=0,  (y—>b)+ug=0.
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Odavde slijedi a = x +up i b = y + ug. UvrsStavanjem u f = 0 (tj. eliminacijom
parametara a i b) dobivamo trazenu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

uC(p? "+ 1) =07

Primjer 2.1.15. Neka je familija povrsi data sa
u= f(z,y,C), gdje je C proizvoljna konstanta. (2.3)

Za povrs T kazemo da je trajektorija familije povrs

—

(2.3) ako presijeca sve povrsi

te familije pod stalnim uglom «. Ako je @ = —, kazemo da je trajektorija

[

ortogonalna. Inace, kazemo da je ona izogonalna.
Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljavaju trajektorije fami-
lije povrsi (2.3).

RjesSenje. Pretpostavimo da je povrs T odredena jednadzbom

u=g(z,y)

Neka je P povrs iz familije (2.3) koja se sijece sa povrsi 7 u tacki M. Vektori
normala u tacki M na te dvije povrsi su, redom

of 0 -
(2005 ) g (000 )

dxr’ Jy oz’ Oy
Povrs T ima osobinu da sve povr$i familije (2.3) sijece pod stalnim uglom a.
Dakle, povrs P sijece pod stalnim uglom «, sto znaci da je skalarni proizvod

ii- N = |ii]|N| cos a.
Stavimo cos«a = k, k = const. Sada je
i N =|ii||N| - k,

odnosno

0f 99 0f g or\* (9 99\" . (99’
e e I N By = 2L 1+ (22 29 ).
Oz Ox + oy y + + or + oy + or + oy

S obzirom da je P proizvoljna ali fiksna povrs iz familije (2.3), to je

o~ Jitay e .0) = ey, w),

% = fo(@,y, Mz, y,u)) = folz,y,u),
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

gdje je C = h(zx,y,u) rjeSenje jednadzbe (2.3) po C. Dakle, diferenciramo jed-
nadzbu (2.3) po z, zatim u tako dobivenom izrazu zamijenimo konstantu C' iz
familije (2.3). Uzimajuéi to u obzir, parcijalna diferencijalna jednadzba izogonal-
nih trajektorija T je

39 2 ag 2
sty (4 (@) ()

Za ortogonalne trajektorije, ugao a = Z, odnosno k = 0, pa parcijalna difer-

encijalna jednadzba ortogonalnih trajektorija glasi

f1 +f2*+1—0

¢

Primjer 2.1.16. Formirati parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ortogonalnih tra-
jektorija familije povrsi u = 2 + y? + Cxy, gdje je C proizvoljna konstanta.

Rjesenje. Iz u= x> +y? + Cxy, imamo C = o SadaJe
9 22 2 .2
flz—f:2x+0y:2x+u oyt _utz vy
ox T T

Sli¢no dobivamo da je

of u—a*+y?

dy oy

pa parcijalna diferencijalna jednadzba ortogonalnih trajektorija glasi

fa=

u+m2+y2@+u—x +y? dg

1=0.
x Ox Y 8y+

¢

Sada ¢emo dati klasifikaciju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Obicne
diferencijalne jednadzbe klasificirali smo kao linearne i nelinearne. Kod parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi klasifikacija je nesto slozenija. Naime, one se dijele
na linearne, semilinearne (ili polulinearne), kvazilinearne i nelinearne parcijalne
diferencijalne jednadzbe.

U nastavku ¢emo definirati svaku od njih.

Definicija 2.1.2. Parcijalna diferencijalna jednadzba (2.1) naziva se linearna,
ako je linearna po nepoznatoj funkciji uw = u(x1,a,...,Ty,) { Svim njenim par-
cijalnim izvodima koji se pojavljuju u jednadzbi, pri cemu koeficijenti zavise
iskljucivo od nezavisnih varijabli r1,xa, ..., Ty.
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2.1 Definicija, rjesenje i klasifikacija

Specijalno, opéi oblik linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda

po nepoznatoj funkciji u = u(x1, xa,...,x,) glasi
- ou(xy, Zn)
1,425,
Zpk($1,$2,...,xn) a “ +P0(x1,$27...,l'n)u:R(.Tl,.ﬁQ,...,xn)-
k=1 Tk
Za funkcije Py (21,22, . .., 2n), k=1,2,...,n, Po(x1,22,...,2n) 1 R(z1, 22, ..., 2,)
pretpostavljamo (obi¢no) da su neprekidne. Ako je R(z1,x2,...,2,) = 0, kaZemo

da je posmatrana linearna PDJ homogena, a u suprotnom kazemo da je neho-
mogena.
Opd¢i oblik linearne PDJ drugog reda glasi

n

0%u - ou
Z aij(x)m + Z bi(m)axi +a(z)u = g(v),

ij=1

gdje su a;;(z) = aj;(x), i a;;(z), bj(x), a(x) 1 g(x) funkcije od nezavisne varijable
x = (x1,...,2,). Ako je funkcija g(x) identicki jednaka nuli, onda za posmatranu
PDJ kazemo da je homogena, a u suprotnom kazemo da je nehomogena.

Definicija 2.1.3. Parcijalna diferencijalna jednadzba (2.1) naziva se polulin-
earna ili semilinearna ako je linearna po izvodima najviseg reda (k-tog reda) sa
koeficijentima koji zavise samo od nezavisnih varijabli x1, ..., xy,.

Opéi oblik semilinearne PDJ prvog reda glasi

n

Zpk($17z27'~-7xn)

k=1

au(xla Z2, ... 7:CTL)
ka

= R(z1,22,...,Zn,u).

Osnovna razlika izmedu linearnih i semilinearnih PDJ je u tome $to semilinearna
moze biti nelinearna po nepoznatoj funkciji, ali ne i po izvodima najviseg reda
koji se pojavljuju u jednadzbi.

Definicija 2.1.4. Parcijalna diferencijalna jednadzba (2.1) naziva se kvazilin-
earna ako je linearna po najvisim parcijalnim izvodima nepoznate funkcije (k-tog
reda) sa koeficijentima koji zavise od nezavisnih varijabli, nepoznate funkcije i
parcijalnim izvodima reda strogo manjeg od k.

Opdi oblik kvazilinearne PDJ prvog reda glasi

ou(xry, 2, ..., Tn)

&rk

n
ZPk(ajl,xg, e ,xn,u)

k=1

= R(xl,xg,...,xn,u).

Definicija 2.1.5. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koja nije linearna, polu-
linearna i kvazilinearna kaZemo da je nelinearna.
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2.2 Neke od poznatijih parcijalnih diferencijalnih jednadzZbi

PDJ je nelinearna ako se barem jedan od njenih najvisih parcijalnih izvoda
pojavljuje nelinearno, tj. u stepenu, unutar nelinearne funkcije, kao proizvod s
drugim parcijalnim izvodima, ili na neki drugi nelinearan nacin.

Na osnovu prethodnih definicija, mozemo uociti sljede¢i odnos:

Linearne PDJ C Semilinearne PDJ C Kvazilinearne PDJ C PDJ.

Primjer 2.1.17. Klasificirati sljedec¢e parcijalne diferencijalne jednadzbe:

(i) &4_2 ﬂ_,_ — 2t

(3 $6$2 ijaxay U= Y,

. 0%u 5

(i) 8$8y+u =0

(i) L P O
a2 Vo2 T Yor

Rjesenje. Jednadzba (i) je linearna nehomogena PDJ drugog reda, jer je lin-
earna po nepoznatoj funkciji i njenim parcijalnim izvodima sa koeficijentima koji
zavise isklju¢ivo od nezavisnih varijabli z,y. PDJ (i7) je semilinearna, jer je lin-
earna po parcijalnom izvodu najviseg reda, ali ne i po nepoznatoj funkciji. PDJ
(i4i) je kvazilinearna, jer je linearna po izvodima najviseg reda (drugog), izraz
ug—g je nelinearan, ali se radi o izvodu niZeg reda (prvog). Jednadzba (iv) je
nelinearna, jer je nelinearna po najvisem (drugom) izvodu. ¢

2.2 Neke od poznatijih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi

Mnoge parcijalne diferencijalne jednadzbe nastaju u razli¢itim oblastima fizike,
poput akustike, optike, elasti¢nosti, hidrodinamike, aerodinamike, elektromag-
netizma, kvantne mehanike, seizmologije i drugih. Takoder, neke PDJ potjecu
iz drugih prirodnih nauka, kao Sto su hemija i biologija, a pojavljuju se i u
drustvenim naukama, na primjer u ekonomiji. Osim toga, mnoge PDJ imaju
svoje porijeklo u drugim granama matematike, gdje nastaju kao prirodan izraz
geometrijskih, analitickih ili topoloskih problema.

U nastavku ¢emo navesti neke od poznatijih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi.

1. Laplaceova parcijalna diferencijalna jednadzba jedna je od najvaznijih i
najéesée proucavanih PDJ, s brojnim primjenama u fizici, inZenjerstvu i
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2.2 Neke od poznatijih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

matematici. Njen opéi oblik glasi:

0%u 0%u

Au=—5+.+—
“ oz? Tt 0z2

=0,

pri ¢emu je A Laplaceov operator.

Parcijalna diferencijalna jednadzba oblika
Au=f, gdjeje f: Q2 — R poznata funkcija

zove se Poissonova parcijalna diferencijalna jednadzba.

Rjesenje Laplaceove jednadzbe zove se potencijal funkcije ili harmonijska
funkcija.

Uslucajukadajen = 2,21 = z, 2 = y, tj. kada imamo dvije varijable, har-
monijskoj funkeiji u = u(z,y) mozemo pridruziti tzv. konjugiranu funkciju
v(x,y), tako da par (u, v) zadovoljava Cauchy-Riemannov sistem jednadzbi

Up = Uy,

Uy = —Uy.

Realna rjesenja ovog sistema odgovaraju realnim i imaginarnim dijelovima
analiticke funkcije kompleksne varijable

f(2) = fz +iy) = u(z,y) +iv(z,y),
gdje je z = x + 1y.
2. Parcijalna diferencijalna jednadzba provodenja toplote (poznata i kao jed-

nadzba difuzije) glasi:

Ju

Z_A

ot "
gdje je u = u(xy,xa,...x,,t) funkcija koja opisuje temperaturu (ili kon-

centraciju) u prostoru i vremenu, a A oznacava Laplaceov operator po
prostornim varijablama.

3. Talasna (valna) parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje Sirenje talasa u
prostoru i vremenu, a u svojoj standardnoj formi glasi:

0%u
7z = Au,
gdje jeu = u(x1, xa, . . ., T, t) nepoznata funkcija koja predstavlja, na prim-

jer, pomak Cestice, pritisak ili elektricno polje, a A oznacava Laplaceov
operator po prostornim varijablama.
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2.2 Neke od poznatijih parcijalnih diferencijalnih jednadzZbi

4. Helmholtzova parcijalna diferencijalna jednadzba (poznata i kao jednadzba
svojstvenih vrijednosti) ima oblik:

—Au = Mu,
gdje je u = u(xy, xa, ..., x,) nepoznata funkcija, A je Laplaceov operator,
a A € Rili C je parametar — tzv. svojstvena vrijednost.

Helmholtzova jednadzba cesto se pojavljuje u kontekstu razdvajanja var-
ijabli pri rjeSsavanju talasne jednadzbe ili jednadzbe difuzije u vremenski
harmonijskim slucajevima.

5. Linearna transportna parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje kretanje
(transport) koli¢ine koja se prenosi u prostoru bez promjene oblika. Opéenito

ima oblik:

ou "L Ou

— bi— =0

at +; o
gdje su b; € R komponente konstantnog vektora brzine b = (by,...,b,), a
u = u(xy,...,2Tn,t) predstavlja, na primjer, gustoéu neke koli¢ine koja se

transportuje prostorom.

6. Liouvilleova parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje zakon ocuvanja gu-
stoce neke koli¢ine (na primjer mase, naboja ili broja ¢estica) u prostoru koji
se mijenja u vremenu i gdje je brzina b = (b1,...,b,) prostorno zavisna.
Njen opéi oblik glasi:

ou =~ 0

gdje v = u(zy,...,x,,t) oznatava gustotu, a b; = b;(x) su komponente
vektorskog polja brzine.

Ova jednadzba izrazava ocuvanje kolicine koju transportira nelinearno (pros-
torno zavisno) vektorsko polje.

7. Schrédingerova parcijalna diferencijalna jednadzba je osnovna jednadzba
kvantne mehanike koja opisuje evoluciju kvantnog stanja ¢estice u prostoru
i vremenu. U jednostavnom, bezdimenzionalnom obliku glasi:

ou
i— — Au=0
2 875 u 3
gdje je u = u(xy,x2,...,2n,t) kompleksna talasna funkcija, ¢ imaginarna

jedinica, a A Laplaceov operator po prostornim koordinatama.

8. Kolmogorovljeva parcijalna diferencijalna jednadzba pojavljuje se u teoriji
vjerovatno¢e i matematickom modeliranju stohastickih procesa, posebno
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2.2 Neke od poznatijih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

u opisu vremenske evolucije gustote vjerovatnoce difuzionih procesa. U
opcéem obliku glasi:

ou " 8%u - ou
at Z aij (%) Ox; Ox; * ;bl(gg) oz,

i,j=1 ‘

gdje su a;;(z) i b;(z) zadane glatke funkcije koje predstavljaju koeficijente
difuzije i drift vektora u prostoru R"™, dok u = u(x1,xa, ..., x,,t) oznatava
gusto¢u vjerovatnoce.

9. Fokker-Planckova parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje evoluciju gustoce
vjerovatnoce stohastickog procesa i ima oblik:

Zaxz (a5 +Za (ba) =0,

gdjesuu = u(xy, xa, ..., Ty, t) gustota vijerovatnote u tacki (z1, z2,...,Ty,) €
R™ u vremenu ¢, funkcije a;; = a;;(x) predstavljaju koeficijente difuzije, a
b; = b;(x) komponente drift vektora.

Ova jednadzba generalizira Kolmogorovljevu jednadzbu i koristi se za opi-
sivanje dinamicke evolucije sistema pod utjecajem slucajnih fluktuacija.

10. Telegrafska parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje Sirenje signala u elek-
tricnim vodovima i ima oblik:

0%u ou  0*u

—+d———= =0,

o2 ot Ox?
gdje je u = u(zx, t) funkcija napona ili struje, a d > 0 koeficijent koji opisuje
disipaciju (gubitak energije) u sistemu.
Ova jednadzba spaja svojstva talasne jednadzbe i difuzijske jednadzbe, te

modelira signale koji se Sire s prigusenjem.

11. Generalna talasna (valna) parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje Sirenje
talasa u sredinama koje mogu biti anizotropne i nehomogene. Opéi oblik
jednadzbe glasi:

0%y 2 0%y - ou
7~ 2 Wi g g T2 @ =

4,5=1

gdje su a;;(x) koeficijenti povezani s karakteristikama sredine (na primjer
gustocom, elastitnoséu), a b;(x) predstavljaju potencijalno prisutne advek-
tivne ili disipativne uc¢inke.

Funkcija u = u(z1, 22, . .., Zn, t) oznacava vrijednost polja koje se propagira
(na primjer pomak, pritisak, elektricno polje).
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12.

13.

14.

15.

Airyova parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje odredene vrste disperzivnih
talasa i glasi:

ou  u 0

at o3
gdje je u = u(z,t) nepoznata funkcija koja moze predstavljati amplitudu
talasa ili slicnu fizikalnu veli¢inu. Ova jednadzba je linearnog tipa i ¢esto
se koristi u teoriji disperzivnih procesa.

Parcijalna diferencijalna jednadzba grede opisuje deformacije i vibracije
tanke elasti¢ne grede te glasi:

ou 0

ot ot T
gdje je u = u(z,t) pomak grede u tacki x i vremenu ¢. Ova jednadzba je
linearna i ¢etvrtog reda po prostornoj varijabli, a odrazava utjecaj savijanja
grede.

Parcijalna diferencijalna jednadzba minimalne povrsi (povrsi koja ima na-
jmanju moguéu povrSinu medu svim povrsima s istim rubom). Neka je
u = u(z,y) funkcija definirana na Q C R2. Graf funkcije u, tj. povrs

S ={(z,y,ulz,y) : (z,y) € A} CR,

je minimalna povrs ako i samo ako u zadovoljava jednadzbu minimalne

povrsi koja glasi:
ou\?| 9%u
1 — — =0
i ((9»”6) ] oy

sto je kvazilinearna parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda. Ova
jednadzba opisuje povrs u = u(z,y) u R? koja minimizira povrsinski inte-
gral. Jednadzba je Euler-Lagrangeova jednadzba funkcionala povrsi Afu] =

Jo V14 |Vul|? dz dy.

Navier-Stokesova parcijalna diferencijalna jednadzba opisuje kretanje visko-
znog nekompresibilnog fluida i povezuje komponente brzine w; i pritisak p:

(0] P youdn B
Oy Ox? Oz Oy Oxdy

dui |~~~  Ou 10
i-l-zuku P

=—-— Aug,
ot ox p Oz A
k=1
uz uvjet nekompresibilnosti:
n
duy,
> o
=1 9Tk

gdje je p gustoca fluida, a v kinematicka viskoznost.
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16. Nelinearna parcijalna diferencijalna jednadzba trec¢eg reda koja se pojavila u
proucavanju vodenih talasa naziva se jednadzba Korteweg—de Vriesa i glasi:

ou L ou L PBu 0

— tcu—+ = =0,

ot ox  Oz®
gdje je u = u(z,t) funkcija koja opisuje amplitudu talasa, a ¢ je konstanta
koja zavisi o svojstvima medija.

Pitanje rjesivosti, posebno nekih od navedenih jednadzbi, izuzetno je slozeno.
Ipak, moglo bi se ocekivati da za linearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
uvijek postoji rjesenje. Zato je rezultat americkog matematicara H. Levija iz
1957. godine bio iznenaduju¢i — on je konstruirao linearnu parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu koja nema niti jedno rjesenje.

Preciznije, postoji funkcija f(x,y,2) € C*°(R3) takva da jednadzba

nema rjesenje u niti u jednom otvorenom skupu Q C R3, gdje je u € C1(), a

parcijalni izvodi %’ % i % su Holder neprekidne funkcije. Za funkciju f kazemo
da je Hélder neprekidna s eksponentom a € (0, 1] ako postoji konstanta C > 0

takva da za sve z,y € Q vrijedi

[f(z) = f(y)l < Cle —y|*

Ako je a = 1, tada dobivamo Lipschitzovu neprekidnost, a za funkciju f za koju
je

[f(@) = fy)| < Clz -yl
kazemo da zadovoljava Lipschitzov uvjet. Daljnje razradivanje ovog primjera
izlazi iz okvira ove knjige.

2.3 Pocetni i rubni problemi

Kao sto smo vidjeli, rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe zavisi o proizvoljnoj
funkciji, zbog ¢ega parcijalne diferencijalne jednadzbe imaju beskonatno mnogo
rjeSsenja. Medutim, ako ta jednadzba modelira neku pojavu, pozeljno je da
rjesenje bude jedinstveno kako bismo precizno razumjeli ponasanje promatrane
pojave. Zato se na trazenu funkciju postavljaju dodatni uvjeti, ¢ime nastaju
specifiéni problemi povezani s egzistencijom i jedinstvenoséu rjesenja.

Ovi problemi se klasificiraju na sljedeé¢i nacin:

1. Cauchyjev problem ili problem pocetnih vrijednosti. Za datu PDJ, koju pos-
matramo na oblasti €2, zadaju se unaprijed poCetne vrijednosti za nepoznatu
funkciju i njene parcijalne izvode na odredenim podskupovima oblasti 2.
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2. Rubni (granicni) problem. Za datu PDJ, koju posmatramo na oblasti 2,
zadaju se unaprijed vrijednosti za nepoznatu funkciju i njene parcijalne
izvode na rubu 02 oblasti €.

3. Pocetno-rubni (mjesoviti) problem. Za datu PDJ, koju posmatramo na
oblasti €2, zadaju se istovremeno pocetne i rubne vrijednosti za nepoznatu
funkciju i njene parcijalne izvode.

Ako parcijalnim diferencijalnim jednadzbama modeliramo neku pojavu (na
primjer fizikalnu), tada se funkcije koje se pojavljuju u pocetnim i rubnim prob-
lemima najcesce dobivaju eksperimentalnim putem — na primjer, razli¢itim mje-
renjima. Zbog toga postoji velika vjerovatnota pojave gresaka, odnosno da te
funkcije nisu potpuno tacne.

Greske u pocetnim i rubnim uvjetima mogu uzrokovati znacajne greske u
rjeSenju problema, koje ne moraju biti zanemarive. Takoder, jedan od cestih
pristupa rjesavanju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi je koristenje numerickih
metoda, koje podrazumijevaju razli¢ite vrste diskretizacija, a te diskretizacije
dodatno utjecu na ta¢nost kona¢nog rjesenja.

Zbog svega navedenog, veoma je vazno pitanje da li je problem — sastavljen od
parcijalne diferencijalne jednadzbe, pocetnih i rubnih uvjeta — korektno (dobro)
postavljen.

Prema Hadamardu, za problem zadan parcijalnom diferencijalnom jednadzbom
kazemo da je korektno postavljen u nekoj klasi funkcija F ako su zadovoljena
sljedeca tri uvjeta:

1. Egzistencija: Rjesenje postoji, tj. postoji barem jedna funkcija v € F
koja zadovoljava jednadzbu i pripadajuce uvjete.

2. Jedinstvenost: Rjesenje je jedinstveno, tj. ne postoji vise od jednog
rjesenja u klasi F.

3. Stabilnost: Rjesenje zavisi neprekidno o pocetnim i rubnim uvjetima, tj.
male promjene u uvjetima izazivaju samo male promjene u rjeSenju.

Ukoliko ijedan od navedenih uvjeta nije zadovoljen, problem se smatra neko-
rektno postavljenim. U praksi, posebno pri numerickom rjesavanju, stabilnost
(treéi uvjet) ima kljuénu ulogu, jer nestabilnost moZe dovesti do rjeSenja koja su
potpuno neupotrebljiva — ¢ak i kada teoretski postoji tacno rjesenje.

Treéi uvjet obezbjeduje da rjesenje problema nije osjetljivo bitno od gresaka
koje se neizbjezno javljaju prilikom eksperimentalnog odredivanja podataka. U
primjenama je izuzetno vazno da se (jedinstveno) rjeSenje promijeni samo malo
kada se uvjeti u postavljenom problemu blago promijene. Na taj nac¢in, numericki
dobiveno rjesenje predstavlja dobru aproksimaciju egzaktnog (tacnog) rjesenja
posmatranog problema.

Kod obic¢nih diferencijalnih jednadzbi, dovoljni uvjeti za korektnost Cauchy-
jevog problema

yl = f(x’y)v y(:z:o) = Yo,
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2.3 Pocetni i rubni problemi

obezbjeduju se (uglavnom) neprekidnoséu funkcije f i ispunjavanjem Lipschit-
zovog uvjeta s obzirom na varijablu y na nekoj oblasti koja sadrzi tacku (xq, yo)-

Medutim, kod PDJ situacija je znatno slozenija. Ispunjenje analitickih uvjeta,
poput neprekidnosti i Lipschitzovog uvjeta, nije dovoljno da se garantira korek-
tno postavljanje problema. U tim sluc¢ajevima, oblik parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, geometrija oblasti, kao i priroda pocetnih i rubnih uvjeta, igraju klju¢nu
ulogu u odredivanju da li je problem korektno postavljen u smislu Hadamarda.

Sljedeéi primjer pripada Hadamardu i pokazuje da problem pocetnih vrijed-
nosti za Laplaceovu jednadzbu nije korektno postavljen.

Primjer 2.3.1. (Hadamard) Pokazati da problem pocetnih vrijednosti (Cauchy-
jev problem) za Laplaceovu jednadzbu u jedini¢nom krugu

O?u  0%u 24y
@-Fa—?ﬂ—o, (z,y) € D= {(z,y) | z* +y° < 1},
u(z,0) =0,

u _ sin(nx)

@(I,O) == n ’

nije korektno postavljen.
Moze se pokazati da rjeSenje ovog problema (jedinstveno i analiti¢ko, prema
teoremu Cauchy-Kovalevsky, v. poglavlje 3.6) glasi:

1 e™—e™™

Kada pustimo da n — +o00, pocetni uvjeti prethodnog problema teze nuli, te
dobivamo problem

sin(nx).

?u  0%*u
@ + 87@/2 = 07
u(z,0) =0,
%Z(Z‘, O) =0,
¢ije je jedino rjesenje u(x,y) = 0.
S druge strane, za svaku tacku (z,y) # (0,0) iz jedini¢nog kruga vrijedi

1 ey _ gy )
[l )| = |5 - T - sin(n) | =

sinh(ny)
9 2

-sin(nz)| — 400

n

kad n — +o0.

Ovo pokazuje da iako pocetni uvjeti teze nuli kada n — oo, rjeSenje u unu-
trasnjosti domene eksponencijalno raste. Drugim rije¢ima, proizvoljno mala
promjena u pocetnim uvjetima moze uzrokovati proizvoljno veliku promjenu u
rjeSenju. Time se narusava uvjet stabilnosti korektno postavljenog problema u
Hadamardovom smislu. Dakle, iako rjesenje postoji i jedinstveno je (po teo-
remu Cauchy-Kovalevsky), zbog nepostojanja stabilnosti, problem nije korektno
postavljen.
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Medutim, u nekim sluc¢ajevima potrebno je razmotriti i probleme koji nisu
korektno postavljeni. Na primjer, inverzni problemi parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi gotovo uvijek predstavljaju probleme koji nisu korektno postavljeni.
Inverzni problemi javljaju se u Sirokom spektru primjena, gdje je cilj iz dos-
tupnih podataka izvesti nepoznate informacije, najces¢e povezane sa fizikalnim
svojstvima posmatranog sistema. Ponasanje takvih fizikalnih sistema obicno je
opisano parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, Cije rjesavanje omogucava nu-
mericku simulaciju — odnosno izgradnju digitalnog blizanca sistema. Prirodno
rjeSenje inverznih problema stoga podrazumijeva podeSavanje nepoznatih param-
etara, kao sto su koeficijenti PDJ, kako bi simulirani odziv sistema bio Sto
uskladeniji sa stvarnim posmatranjima. Prakti¢na rjesenja inverznih problema
koeficijenata u velikoj mjeri otezava njihova inherentna losa postavljenost, kao
i nelinearna zavisnost izmedu parametara i posmatranih podataka, Sto cCesto
dovodi do nestabilnosti i osjetljivosti na Sum u podacima. Ova vrsta problema
nece biti predmet ove knjige.

Na kraju ovog poglavlja, pogledajmo jedan primjer neviskozne Burgersove
jednadzbe c¢ije je rjesenje Sok talas - nagli prijelaz gdje dolazi do diskontinuiteta
u rjeSenju, tj. rjeSenje prestaje biti klasi¢no.

Primjer 2.3.2. (Burgersova parcijalna diferencijalna jednadzba) Burgersova jed-
nadzba je skalarna parcijalna diferencijalna jednadzba:

ou 0%u Ju

ot~ o2 o
gdje jex € X CR, t > 0, a funkcija u : X x Rt — R. Parametar v > 0 obi¢no
se naziva viskozitet, zbog povezanosti ove jednadzbe sa dinamikom fluida. Kada
je v > 0, Cesto se naziva viskozna Burgersova jednadzba, a kada je v = 0, Cesto se
naziva neviskozna Burgersova jednadzba. Konstanta —1 ispred ¢lana uu, je zbog
konvencije — njena tacna vrijednost nije vazna, sve dok je razli¢ita od nule, jer
se moze prilagoditi promjenom skale prostora i vremena. Dakle, kada je v = 0,
Burgersova jednadzba postaje nelinearni hiperbolicki zakon oc¢uvanja. Kljuéna
osobina rjesenja je ta da ona mogu imati prekide, te stoga izvodi koji se pojavljuju
u ovoj jednadzbi nisu dobro definirani u klasi¢cnom smislu. Zbog toga je potrebna
teorija slabih rjesenja, sto znaci funkcije koje rjesavaju integralni oblik Burgersove
jednadzbe. Za veliku klasu pocetnih podataka, ponasanje sistema odredeno je
pojavama koje se nazivaju sok-talasi (ili udarni talast, engl. shocks), koji uzrokuju
naglu promjenu stanja sistema, te talasi razrjedenja (engl. rarefaction waves),
koji uzrokuju postupnu promjenu kroz prostor i vrijeme.

Neka je data neviskozna jednadzba

— — =0 2.4
ot ' "ox @4)
po nepoznatoj funkciji v = w(z,t) za t > 0. Odrediti rjeSenje koje zadovoljava
sljede¢i pocetni uvjet

u(z,0) =g(z), zeR.
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Rjesenje. Za nalazenje rjesenja u, jednadzbe (2.4), koristit ¢emo metod karak-
teristika koji ¢emo kasnije objasniti.

Definirajmo karakteristiénu krivu jednadzbe (2.4) kao graf rjeSenja 2(t) obi¢ne
diferencijalne jednadzbe

— = u(z,t). (2.5)

Kao takve, karakteristike zavise od samog rjesenja u, dok se istovremeno
rjesenje u odreduje pomocu svojih karakteristika. Na prvi pogled to djeluje kao
kruzna argumentacija, ali iz toga se mozemo izvuéi ako primijetimo da rjeSenje
u(z,t) ostaje konstantno duz svojih karakteristika. Da bismo dokazali ovu tvrd-
nju, pretpostavimo da je x = x(t) parametrizacija karakteristi¢ne krive povezane
s datim rjeSenjem wu(z,t). Na§ zadatak je pokazati da je h(t) = u(t,z(t)), koje
dobivamo evaluiranjem rjesenja duz krive, konstantno, sto, kao i obi¢no, dokazu-
jemo provjerom da je njegov izvod identicki jednak nuli. Imamo

dh d ou dzx Ou
== ﬁu(x(t),t) = E@C(t)’t) + E%(x(t),t)
ou

ou
= 5 @(0),0) + u((t),1)

5, &),1) =0,

buduéi da se pretpostavlja da u zadovoljava jednadzbu (2.4) za sve vrijednosti
(z,t), ukljuCujuéi i one na karakteristi¢noj krivoj. Zaklju¢ujemo da je h(t) kon-
stantno, a stoga je u(z,t) zaista konstantno na karakteristiénoj krivoj.

Sada dolazimo do klju¢nog trenutka. Znamo da je desna strana karakteri-
sti¢ne obi¢ne diferencijalne jednadzbe (2.5) konstantna kad god z = x(t) definira
karakteristicnu krivu. To znaci da je izvod ‘fi—f konstanta, koja je jednaka upravo
fiksnoj vrijednosti u(z,t) na krivoj. Stoga karakteristi¢na kriva mora biti prava
linija,

r=ut+k,
¢iji koeficijent pravea odgovara vrijednosti koju rjeSenje u(z,t) uzima na njoj.

Buduéi da je rjesenje konstantno duz svake karakteristicne prave, ono mora

biti funkcija karakteristicne varijable

¢ =z —tu,

te je stoga
u(z,t) = f(z — tu),

gdje je f proizvoljna funkcija klase C'. Dobiveni izraz za rjesenje treba posmatrati
kao algebarsku jednadzbu koja implicitno definira rjesenje u(z,t) kao funkciju
prostora x i vremena ¢.

Da bismo rijesili dati poc¢etni problem, primijetimo da u pocetnom trenutku
t = 0, iz opéeg rjeSenja imamo u(x,0) = f(z), tj. funkcija f se poklapa sa
pocetnom funkcijom g.

Medutim, buduéi da je dobivena formula rjesenja implicitna jednadzba po u,
nije odmah jasno:
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(1) moze li se ona rijesiti tako da se dobije dobro definirana funkcija u(z,t), i

(#4) cakiako je to moguce, kako opisati kvalitativne osobine i dinamic¢ko ponasanje
dobivenog rjesenja.

Znatno korisniji pristup zasniva se na sljedetoj geometrijskoj konstrukciji. Kroz
svaku tacku (0,y) na z-osi povucimo karakteristi¢nu pravu

r=tf(y) +y,

¢iji koeficijent pravca, naime f(y) = u(y,0), odgovara pocetnoj vrijednosti u toj
tacki.
Prema prethodnom, rjesenje ¢e imati istu vrijednost na cijeloj karakteristi¢noj
pravoj, te je stoga
u(tf(y) +y,t) = f(y) zasvakit.

Na primjer, ako je f(y) = y, tada je u(x,t) = y kad god vrijedi z = ty + y;
eliminirajuéi y, dobijemo
x
t+1’
$to se slaze s jednim od nasih rjeSenja u obliku prave linije.
Uzmimo sada jedan specijalan sluc¢aj za pocetnu funkciju, tj.

u(z,t) =

1, x <0,
gay=<¢1—2, 0<z<1,
0, x> 1.

Prema prethodnom, rjesenje treba da ima oblik

1, T <t,
—x
U(l‘,t): 17—t7 t<l’<1,
0, x> 1.
Objasnjenje: Poletni uvjet g(x) odreduje vrijednost rjesenja na osi t = 0.

Karakteristi¢ne linije su date formulom

r=tg(y) +y.

Za x < 0, g(x) = 1, pa su karakteristicne linije x = t + y, a rjeSenje je
konstantno: u = 1.
Za 0 <z <1, gdje je g(z) = 1 — z, karakteristicne linije su

i rjesenje je:
(2,1) 1—x
u(z,t) = .
1—-t
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2.4 Zadaci za samostalan rad

Za x> 1, g(x) = 0, pa su karakteristi¢ne linije x = y, a rjeSenje je u = 0.

Ovo rjesenje vrijedi dok se karakteristicne linije ne presijeku, odnosno dok je
t < 1. Za t = 1 pojavljuje se Sok (diskontinuitet), pa tada rjeSenje prestaje biti
klasi¢no.

L T
— o 1I—x -
u=1 u= 1= u =0

Slika 2.1: Karakteristi¢ne linije: za z < 0 (u = 1) su plave boje; za 0 < z < 1

(u = ll_ff) su crvene boje; za © > 1 (u = 0) su zelene boje.

2.4 Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti red i klasificirati svaku od sljede¢ih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi:

(4) (2;) +a =1

(i) cos (1+ §% )2+u4*cos:c

‘ Q

(#i) 38?5‘ Au = cos u;

22u | 9%u
ez " oy? = 1:

) ;
) Au=0;

) ou
)

(v

ou _ _xz,,.
(vi) g5 + 5y = €"u;

Ou du Ou __
+tug; =1

2. Za zadanu jednadzbu u, + u, = —u provjerite da svaka funkcija oblika

u= f(y—x)e® u= f(ly—x)e ¥, gdje je f proizvoljna glatka funkcija,
zadovoljava ovu jednadzbu.

3. Data je kvazilinearna parcijalna diferencijalna jednadzba u, + uu, = 0.
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2.4 Zadaci za samostalan rad

(i) Provjerite da je svaka funkcija data u implicitnom obliku v = f(y—uzx)
rjeSenje ove jednadzbe.

(#4) Koje je eksplicitno rjeSenje ako znamo da funkcija u zadovoljava uvjet
u =2y + 1 duz y-ose?

4. Provjerite da je funkcija u = 1 — y/22 + y? rjeSenje (potpuno) nelinearne
parcijalne diferencijalne jednadzbe |u,|? + |u,|? = 1. Koji je domen funkcije
u ako je posmatrana kao klasi¢no rjesenje? Rjesenje zadovoljava pomoéni
uvjet
©=0 na jedinitnoj kruznici 2 + y? = 1.

Primijetimo da je funkcija u = y/x2 + y2 — 1 takoder rjesenje PDJ koje
zadovoljava i pomoc¢ni uvjet.

5. Koristeé¢i odgovarajué¢u smjenu varijabli, kao sto smo pokazali u primjeru
2.1.9, odrediti opce rjesenje sljede¢ih PDJ:

ou _
@ 8- =0
(i1) 2% —39% =3;
(4i1) 28“+38“—0
(v )aat —fu,gdjejea,b7é0.

6. Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ¢ije je rjeSenje dato sa u(x, y) =
f(@)g(y), gdje su f, g proizvoljne, dovoljan broj puta diferencijabilne funkcije.

7. Neka su v = f(z,y,2), v = g(z,y,2) date diferencijabilne funkcije svo-
jih nezavisnih varijabli z,y, z. Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
najnizeg reda, Cije je rjesenje klasa svih funkcija definiranih implicitno
relacijom F'(u,v) =0, pri ¢emu parcijalni izvodi F,,, F, nisu oba nula.

8. Pokazite da svaka od sljedeéih jednadzbi ima rjeSenje oblika u(z,y) =
e®® Py Odredite konstante « i 3 za svaki od primjera:

(z) +3 , Tu=0;

.. 2 —
(i) 5% + gy" = 5?2,

... 4 Uu
(i) &4 + ‘3 + 28:1:28y =0.
9. Neka je p : R — R diferencijabilna funkcija. Dokazite da parcijalna diferen-
cijalna jednadzba zadovoljava funkcionalnu relaciju u = f(x + p(u)t), gdje

je f proizvoljna diferencijabilna funkcija. Odredite takva rjesenja posebno
za sljedece jednadzbe:

. ou .
() 5 5t = kogs
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2.4

Zadaci za samostalan rad

10

11.

12.

13.

14.

15.

(i) 2% =udY;
ou

(i1i) 9% = usin(u)J%.
. Neka je funkcija u(z,y) = h (\/x2 +y2) rjeSenje jednadzbe minimalne
povrsi.
(i) Pokazite da funkcija h(r) zadovoljava obi¢nu diferencijalnu jednadzbu
rh” + 1 (14 (h')?) = 0.

(i) Koje je opce rjesenje jednadzbe iz dijela (i)?

(i) Posmatrajmo jednadzbu gi“; 2 83;5; + g?; = 0. Napisati jednadzbu
u novim koordinatama s = x, ¢ = z — y, pa odrediti opce rjeSenje

tako dobivene jednadzbe.

.. > 9%u 9%u Pu : : 3 3
(ii) Jednadzbu G5 — 2 970y T 95,7 = 0 napisati u novim koordinatama

s=x+vy, t=2.

Odrediti opée rjesenje za svaku od sljede¢ih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi:

. 8%u  __ du du.
(1) Uazoy = s oy
g ’u _ odu du.

(”) Oxdy 28w oy’

92u du du
(Z”) Oxdy ~— Oz Oy

Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu svih tangentnih ravni elipsoida
2% 4 4y? + 422 = 4, koje nisu ortogonalne na zy—ravan.

Odredi parcijalnu diferencijalnu jednadzbu sljede¢ih dvoparametarskih fami-
lija povrsi, gdje su a,b € R:

(1) u=ax+ by + ab;
(ii) (z —a)®>+ (y — b)%2 +u? —r? =0, gdje je r € R fiksan broj;

b
(i) u:2\/g+ay+ ;
X xr

(iv) u = (-i(axz +y+ b))l.
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Poglavlje 3

Parcijalne diferencijalne
jednadzbe prvog reda

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo linearne i kvazilinearne parcijalne diferencijalne
jednadzbe prvog reda. Poseban fokus ¢e biti na Cauchyjevom problemu i njegovoj
generalizaciji. Nakon toga, bavit ¢éemo se nelinearnim parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama prvog reda i metodama za njihovo rjesavanje.

U daljem tekstu, prilikom zapisivanja rjeSenja integrala u kojima se pojavljuju
logaritamske funkcije, cesto ¢emo izostavljati apsolutne vrijednosti u izrazima
tipa In|g(x1,...,2,)| i pisatemo jednostavno Ing(zy,...,x,). Pri tome se po-
drazumijeva da su rjesenja data lokalno, odnosno na svakoj povezanoj kompo-
nenti domene na kojoj su argumenti logaritma nenulti i imaju stalan predznak.
Takoder, konstanta integracije C' moze imati razlic¢ite vrijednosti na razlicitim
povezanim komponentama domene, te se pod istom oznakom C' podrazumijeva
odgovarajuca konstanta na svakoj takvoj komponenti.

3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne
jednadzbe

3.1.1 Odredivanje opceg rjesenja

Izlaganje u ovom poglavlju zapocet ¢emo primjerom rjesavanja linearne nehomo-
gene parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda, u kojoj nepoznata funkcija
zavisi od dvije nezavisne varijable.

Primjer 3.1.1. Rijesiti linearnu PDJ prvog reda



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

RjeSenje. Posmatrajmo opcenito linearnu nehomogenu parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu prvog reda u obliku

ou ou
“o +b@ +cu = f(z,y),

gdje su a, b i ¢ realne konstante i a® + b?> > 0. Kako moZemo rijesiti datu
jednadzbu, a da prethodno ne razvijamo opcéu teoriju za njeno rjesavanje?
Razmotrit éemo sljedeca dva slucaja: b=01b #£ 0.

1. slucaj b = 0.
U ovom slucaju data PDJ postaje

ou
ag- +eu= flz,y).

Dobivena PDJ moze se posmatrati kao linearna obi¢na diferencijalna jed-
nadzba nepoznate funkcije u, nezavisne varijable x i parametra y. Ovu
jednadzbu mozemo napisati u obliku

Cije je opce rjesenje dato sa
ey = (e g [ faet ] as)

odnosno

w(z,y) = e—5 (C(y)-i—(ll / f(x,y)e:wdx).

U ovom rjesenju C(y) je proizvoljna funkcija od y.

2. slucaj b # 0.
U ovom slucaju ideja je da se pronade transformacija pomoc¢u koje se moze
eliminirati jedan od parcijalnih izvoda svodec¢i datu PDJ na taj nacin na
prethodni slucaj. U tom cilju lijevu stranu jednadzbe napisimo na sljedeci
nacin

]
4
o
|

|

Ou , 5ou (@i+bj) (24542
N Y\ bz &g‘]

= (ai+bj)gradu.

Primijetimo da je izraz na desnoj strani zapravo izvod funkcije u(z,y) u
pravcu vektora ai+ bj. (Zapravo, proporcionalan je izvodu u pravcu, ako
vektor ai + bj nije jedini¢ni.)

Dakle, zelimo da napisemo polaznu PDJ na nacin da ukljucuje izvod u
pravcu ai+ bj, ali ne u pravcu ortogonalnom na ai-+ bj.
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Posmatrajmo transformaciju 7'

T:{ wy = bx — ay,

wg = 9.
Stavimo
v(wy, we) = u[x(wy, ws), y(wy,ws)] .

Sada je

u(x,y) = v(w,w2), wy = wi(z,y), we = wa(z,y).
Vrijedi

ou ou ou Ju

% Tm-b—ka—mﬂ:ba—wl,

ou ou ou ou ou

W 8—w1~(—a)+87wz~1:—aa—wl+%.
Dalje je

Sada polazna PDJ postaje
b% +cu = fwy,we), u=u(w,ws).

Dobivenu jednadzbu mozemo posmatrati kao obi¢nu linearnu diferencijalnu
jednadzbu po varijabli ws i parametru wi i postupiti kao u prvom slucaju.

Sada ¢emo rijesiti polaznu PDJ. Uvedimo smjenu
wy = —3z — 4y N = —1(wy +4y) = —3 (w1 + 4ws)
w2 =Y Yy =w2
PDJ postaje

0 1
—38752 +u= —g(wl + dws), u=u(wy,ws),
odnosno 5 ) .
a—:; - gu = §(w1 +4ws), u=u(wi,ws),
Cije je rjesenje
1
w(wy,wy) = e <C’(w1) + 9 /(w1 +4w2)eéw2dw2>
Lw 1 Lw —Lw —1w
= e3 20(w1)+§e3 2 [ —3wie 3%2 + 4 | wee 3W2dwy
w L 1, —Llw 1w 1w
= €53 2C(wl)—l—§e3 2(—3wle 3 2—1—4(—3102@ 3W2 _ Q73 2))
Ly 1 4
= e32C(wy) — W1~ gW2 4,



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

odnosno

u(z,y) =x—4+ e%yC(—?)x —4y).

¢

U primjeru 3.1.1 nepoznata funkcija zavisi samo od dvije nezavisne varijable.
Zbog toga smo, uz odgovarajuce smjene varijabli, mogli zadatu parcijalnu diferen-
cijalnu jednadzbu svesti na obi¢nu linearnu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu.
Medutim, ako nepoznata funkcija zavisi od tri ili vise nezavisnih varijabli, tj. ako
imamo visedimenzionalni problem, situacija postaje znatno slozenija. Pristup koji
smo koristili u ovom primjeru tada vise nije pogodan, prije svega zato Sto ne pos-
toji opca sistematska procedura za transformaciju parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe u obi¢nu; zatim, zato sto transformacija koordinata u visedimenzionalnom
prostoru postaje znatno slozenija; i na kraju, zato sto je u takvim slucajevima
veoma tesko "pogoditi” smjenu varijabli koja bi znacajno pojednostavila jed-
nadzbu. Drugim rijeCima, metoda koju smo ovdje pokazali efikasna je za dvodi-
menzionalne slucajeve, ali ju je tesko generalizirati na probleme s tri ili vise
nezavisnih varijabli.

U nastavku ¢emo pokazati kako se rjesavanje linearnih (kvazilinearnih) par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi zapravo svodi na pronalaZenje prvih integrala
odgovarajuceg sistema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Ovakav pristup omo-
gucava rjeSavanje linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, bez
obzira na to od koliko (konatno mnogo) nezavisnih varijabli zavisi nepoznata
funkcija.

Najprije ¢emo izloziti teoriju za linearne homogene parcijalne diferencijalne
jednadzbe prvog reda.

Definicija 3.1.1. Linearnom homogenom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom
prvog reda nazivamo jednadzbu oblika

ou ou ou
P, — 4+ P — 4+ P, (x)=— =0, 3.1
L) g PaR) 5 4+ Pal) 5 (31)
gdje jex = (z1,xa,...,x,) € QA CR", u=u(x) =u(z1,22,...,2,) je nepoznata
funkcija, Q0 je oblast u R™, a funkcije P; : Q@ — R za i = 1,2,...,n su zadate
(poznate) funkcije. Funkcije Py(x) = P;(x1,22,...,T,) nazivamo koeficijentima
jednadzbe.

Pretpostavit éemo da su sve funkcije P;(x) neprekidne u oblasti Q te da
posjeduju neprekidne parcijalne izvode prvog reda, tj. P; € C1(2) za svaki i =
1,2,...,n.

Dodatno, pretpostavit ¢emo da je svaka tacka x €  obicna tacka jednadzbe
(3.1), $to znadi da je barem jedna od funkcija P;(x) razli¢ita od nule u toj tacki.
Ako u daljnjem razmatranju bude vazno znati koja je funkcija razli¢ita od nule,
bez gubitka opéenitosti mozemo pretpostaviti da je to funkcija P,(x). Ovo se
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

uvijek moze postiéi odgovarajuéom prenumeracijom funkcija P;(x) i nezavisnih
varijabli.

Zajedno s jednadzbom (3.1) posmatramo i sljedeéi sistem diferencijalnih jed-
nadzbi, zapisan u simetri¢nom obliku:

dry  dmo o dx,,
P B P (3.2)

Napomenimo da je sistem (3.2) reda n — 1. On se moZe zapisati i u sljedecem
normalnom obliku:

dz, _ Pi(x)
dr,  Pn(x)’
dCEQ o PQ(X)
dxnfl _ Pnfl(x)
dr,  Pu(x)’
gdje smo varijablu x,, uzeli kao nezavisnu, dok preostale varijable 1, xa, ..., T,_1
posmatramo kao funkcije od x,,, pri ¢emu je x = (z1,22,...,Zp).

Na osnovu pretpostavki o funkeiji P, (x), slijedi da su desne strane sistema
(3.3) neprekidno diferencijabilne u oblasti §2. Dakle, zadovoljen je (lokalno) Lip-
schitzov uvjet u €, pa prema Cauchy-Picardovom teoremu o egzistenciji i jedin-
stvenosti rjesenja obi¢ne diferencijalne jednadzbe, svakom tackom x € ) prolazi
tano jedna integralna kriva sistema (3.3), odnosno sistema (3.2).

To znaci da Cauchyjev pocetni problem za sistem (3.3) (ili ekvivalentno, za
(3.2)) ima, za zadate pocetne vrijednosti, tatno jedno rjesenje.

Prisjetimo se da za sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

dx
— = f(x), x € R",
% i)
funkcije I(z1,...,x,) zovemo prvi integrali datog sistema ako su one konstantne

duz svake njegove integralne krive, tj. ako za svako rjesenje x(t) vrijedi

d
SI(x(1) =0,

tj., I je prvi integral sistema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi ako i samo ako
vrijedi
VI(x)- f(x)=0.

Na osnovu osobina prvih integrala, slijedi da sistem (3.2) ima ta¢no n—1 medusobno
nezavisnih prvih integrala.

Sljededi teorem uspostavlja vezu izmedu prvih integrala sistema (3.2) i rjeSenja
parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.1).
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Teorem 3.1.1. Neka je F' : Q — R proizvoljna diferencijabilna funkcija svojih
argumenata. Tada funkcija u = F(x) = F(z1,22,...,2,) predstavlja rjesenje
parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.1) ako i samo ako je F(x) = C, gdje je
C € R konstanta, prvi integral sistema (3.2), pri demu je x = (x1,Ta,...,%y).

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je F(x) = C prvi integral sistema (3.2).
Tada vrijedi

oF oF OF
F=— _— =0.
d 021 dx1 + o 2dx2 + et 7. dx, =0

Koristenjem relacije (3.2), prethodni izraz postaje:

oF oF oF

oz, TR T T ) - =

P o

0,

Sto znadi da funkcija u = F(x) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
(3.1).

Obrnuto, pretpostavimo da je u = F'(x) rjeSenje parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe (3.1), tj

ou Ju ou
P, P P, — 0.
(x )ax1 +Px)g e Palx) 5=
Opet koriste¢i relaciju (3.2), imamo:
F F
a—dxl—l—a dxg + -+ —i—a—dxn:O & dF =0,
o1 Oxo 0xp,

pa slijedi da je F'(x) = const, odnosno F(x) = C, §to znadi da je F prvi integral
sistema (3.2). O

Teorem 3.1.1 pokazuje da je svako rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe
(3.1) ujedno i prvi integral sistema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (3.2), i
obrnuto. Drugim rije¢ima, parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi (3.1) mozZe se
pridruziti odgovarajudéi sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, ¢ija rjesenja odra-
zavaju strukturu rjesenja same parcijalne jednadzbe.

Sljedeci teoremi odnose se na rjesenje i opce rjesenje parcijalne diferencijalne
jednadzbe (3.1).

Teorem 3.1.2. Neka su o1 = ¢1(X),. .., pr = @r(X) rjesenja parcijalne diferen-

cijalne jednadzbe (3.1), a ® neka proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija
koja zavisi od k varijabli. Tada je funkcija

= @1, .., k)
takoder rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.1).

60



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Dokaz. Pretpostavimo da su funkcije ¢1, ..., @i rjeSenja jednadzbe (3.1), tj
da identicki vrijedi:

0y, .
=0 =1,2,...,k.
axn ) ] ) ) )

0 0
PU) g2 4 B G e+ Pax)

8<I>

Pomnozimo j-tu jednadzbu s =— i sumirajmo preko svih j:
.7

a‘PJ o5\ _
Za%< X) g T P g ) = 0.

Odnosno

0P 0y,
8@ Z 84,03 ox;’

pa prethodni izraz mozemo napisati kao

0P 0P 0P
1(X) g, H )5t Pa(x) 5
Dakle, u = ®(p1,...,¢r) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
(3.1), ¢ime je dokaz zavrsen. O
Teorem 3.1.3. Neka su
o1(x1,. s x0) = C1y (1, @0) = Coy ooty Ppo1(@1, 0 20) = Cpy

prvi integrali sistema (3.2). Tada je opée rjeSenje parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe (3.1) dato izrazom

= q)((pl,...,(pn_l), (34)

gdje je ® proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.

Dokaz. Na osnovu Teorema 3.1.1 i Teorema 3.1.2 slijedi da je funkcija

u=(p1,...,Pn-1)

rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.1). Iz teorije prvih integrala sis-
tema poznato je da je opéi oblik prvih integrala sistema (3.3) upravo

p(r1, 22, ..., Tpn) = <I>(cp1(x1,...,:z:n),...,cpn_l(zl,...,:cn)).

Ako je up proizvoljno rjeSenje jednadzbe (3.1), tada je, prema Teoremu 3.1.1, uy
prvi integral sistema (3.3), te je nuzno sadrzano u rjeSenju oblika (3.4).
Time smo pokazali da je svako proizvoljno rjesenje ¢ parcijalne diferencijalne
jednadzbe (3.1) sadrzano u opéem rjesenju (3.4). O
U nastavku ¢emo primjenu dokazanih teorema ilustrirati na nekoliko primjera
linearnih homogenih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Primjedba 3.1.1. Napomenimo da prvi integrali nisu jednoznac¢no odredeni;
razli¢itim metodama moze se dobiti razli¢it skup prvih integrala. Da bi se kon-
struisalo opce rjesenje date parcijalne diferencijalne jednadzbe, potrebno je da
integrali koji ulaze u njegovu konstrukciju budu funkcionalno nezavisni.

Primjer 3.1.2. Odrediti opce rjesenje' jednadzbe
Oou Ou

%—a—yzo,u:u(x,y).

RjeSenje. Sistem obicnih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom obliku pridruzen
datoj jednadzbi glasi

dr dy

1 -
Ocigledno je

dy

===

pa je

h(z,y)=z+y=0C
prvi integral ovog sistema. Na osnovu Teorema 3.1.3, opCe rjesenje date jednadzbe
je

‘u(x,y)z@(x—l-y).‘

U ovom rjesenju @ je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svog argu-
menta. ¢

Primjer 3.1.3. Odrediti opéi integral jednadzbe

Rjesenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj PDJ, glasi:

de dy dz
Ty zy(z2+1)
1z
de dy
Ty
imamo jedan prvi integral
o1(z,y,2) = g = (1.

~—

Primijetimo da je Py (z,y,2) -y + Ps(x,y, 2) - © = 2xy. Sada imamo

ydr +xdy dz
20y ay(z2+1)

1Umjesto opée rjesenje, koristi se i termin opéi integral.
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Odavde dobivamo

dz
d dy = 2———
ydo +xdy =25,
odnosno p
Z
d =2—.
(zy) =2 1

Nakon integriranja, imamo da je drugi prvi integral dat sa
da(x,y,2) = xy — 2arctan z = Cj.

Jednostavno se uvjeravamo da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezavisni,
pa je opce rjesenje dato sa:

w(z,y,z) =@ (x,xy - 2arctanz> .
Yy

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata.

¢
Primjer 3.1.4. Odrediti opée rjesenje jednadzbe
0 0 0
(y* + 2% — x2)8—z — Qxya—z — 2IZ£ =0, u=u(z,y, 2).

RjesSenje. Sistem obicnih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢cnom obliku pridru-
zen datoj PDJ glasi

dx dy dz

Y2422 — 22 —2xy T oz

Prvi integral lako dobivamo iz

tj. on je dat sa
or(wy.2) = 7 = .
Pored toga, iz gornjeg sistema imamo da je?

xdx + ydy + zdz dz

—z(22 +y2 +22)  —2xz’

2Pri odredivanju prvih integrala sistema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetriénom
obliku, Cesto je korisna sljede¢a osobina proporcija:

a1 a2 an _ kia1+koaz +---+knan
b1 b2 bn k1b1 + kobs + - + knbn |
gdje su k1, ko, ..., ky, proizvoljne konstante.
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

odakle slijedi
d(z® +y*+2%)  dz
222422 2

pa je drugi prvi integral dat sa

$2+y2+22
z

¢2($7y72)5 :CQ.

Jednostavno se provjeri da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezavisni, pa
je opce rjesenje date jednadzbe dato sa

z z

2 2 2
W,y ) = D (H+y+2)

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢
Primjer 3.1.5. Odrediti opce rjesenje sljedece PDJ

ou ou ou
5, 200U 2 OU 2, 29U _ _
z(1—2y )830 y(1+ 2z )8y +2z(z° +y )82 0, u=u(z,y,2)

Rjesenje. Sistem obic¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom obliku pridruzen
datoj PDJ glasi

dx dy dz

(1 —2y2)  —y(1+222)  2z(x24+942)
Koristeéi osobine proporcija, imamo

%d:z: + idy + %dz B %dx + idy + %dz
1—2y2 —1—222+ 222 4+2y2 0 '

Odavde slijedi
1 1 1
;da:—i— ;dy—l— ;dz =0&dlnz+lny+1Inz) =0< zyz = Cy,

gdje je C; proizvoljna realna konstanta. Takoder, izrazi pod diferencijalom se
posmatraju tamo gdje su definirani. Dakle, prvi integral je

d1(x,y,2) = ayz = Ch.

Da bismo nasli drugi prvi integral, primijetimo sljedece:

1 1
xdr — ydy — zdz =2+ e Ed(xz —y? —2Inz) = —(2* +¢?),
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

posmatrajuéi funkciju In z tamo gdje je definirana. Sada imamo

2d(z? —y? — 2Inz) dz

“@rP) @A)

Odavde, dobivamo
d(z? —y* —Inz) = —d(In 2).

Integriranjem, imamo
2?2 —y? —Inz = Cy,

gdje je Cy proizvoljna realna konstanta. Dakle, drugi prvi integral sistema glasi
bo(z,y,2) =2? —y? —Inz = Cs.

Lako se provjeri da su ¢1(z,y,2) = C1 1 ¢2(x,y,2z) = Cs zaista funkcionalno
nezavisni prvi integrali posmatranog sistema obicnih diferencijalnih jednadzbi,
pa su ¢1(xz,y,2) i ¢2(x,y, z) rjeSenja polazne PDJ. Sada je opce rjeSenje polazne
PDJ dato sa

U(Q«",yaz) = q)(¢1($7yvz)7¢2(xayvz)) = (I)($y271‘2 - y2 - IDZ)

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata. ¢

Primjer 3.1.6. Rijesiti sljede¢u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

1,5 5 0u ou ou B

Rjesenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢cnom
obliku glasi:
ydr  dy  dz

Y2422 a2z —my
1z
dy  dz
rz  —xy

imamo prvi integral
¢1(z,y,2) =y* +2° = C1, C1 > 0.

Jedan od nacina nalazenja drugog prvog integrala je da koristimo dobiveni prvi
integral, kao sto ¢emo i uciniti u nastavku. Iz prvog i treceg izraza sistema obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi, imamo

y2dx _dz
y2 422 —a
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Iz prvog prvog integrala dobivamo
y2 = — 22
Zamijenom u posljednjoj jednadzbi, i razdavajnjem varijabli, imamo

Cle

—xdx C1 — 2

Integriranjem ove jednadzbe, dobivamo
—x2 \/Cl +z
2 2\/ Cl —Z

Odnosno, nakon algebarskih manipulacija i zamijene konstane C7, dobivamo
drugi prvi integral

b2(2,y,2) = +\/y + 22 |2

y2+22

Jednostavno se uvjeravamo da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezav-
isni, pa je opce rjesenje zadate jednadzbe dato sa

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata. ¢

z+ y2+22
Yy

2
u(z,y,z) = ®(¢1,¢2) = ® <y2 +22,% +Vy?2+ 221

Primjer 3.1.7. Odrediti opce rjesenje sljedece PDJ

ou ou ou
1+ 2) g+ v + (=D =0 u=u(a.p.2).

Rjesenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom obliku pridruzen

datoj PDJ glasi:
dx dy dz

y+z oy  x—y

Jedan prvi integral dobivamo iz

dx—i—dz_dfy

z4+z oy’
.

dlz+2) _dy

r+z oy
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Nakon integracije i sredivanja dobivenih izraza, imamo da je prvi integral

xr+z
b1(z,y,2) = o Ci.

Da bismo nasli drugi prvi integral, uoc¢imo sljedece:

der —dy  dz
2 x—y

t.
(x —y)d(z —y) = zdz.

Integriranjem, dobivamo drugi prvi integral
P2(w,y,2) = (x —y)* = 2° = Ca.

Jednostavno se provjeri da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezavisni, pa
je opce rjesenje dato sa

u(@,y,2) =@ (mzz,(x—y)z—f).

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata. ¢

Primjer 3.1.8. Odrediti op¢i integral parcijalne diferencijalne jednadzbe

in ou ou
oy = 2) 5 (=) 5+ 2 =) = 0w = u(wy2).

Rjesenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom
obliku glasi:

Iz
w(y —z)+ylz—x)+z2(x—y) =0,
slijedi da je
dr+dy+dz =0,

pa je jedan prvi integral dat sa
¢1($,y72) =r+ty+z= Cl-

Iz
y—z+z—z+x—y=0,

slijedi da je



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Odavde dobivamo drugi prvi integral

pa(w,y, 2) = zyz = Co.

Jednostavno se provjeri da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezavisni, pa
je opce rjesenje dato sa

‘u(x,y,z) =®0(x+y+z,2y2). ‘

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata.

¢
Primjer 3.1.9. Odrediti op¢i integral parcijalne diferencijalne jednadzbe:
Ju . ou T ou 0 ( )
T1— +2o—+ -+ rp=— =0, u=u(x1,T2,...,2,).
! oxy 2 Oxo oz, 12

RjeSenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetricnom
obliku glasi:
dl’l dl’g o dxn

T T2 Tn

Jednostavno se uocava da su funkcionalno nezavisni prvi integrali ovog sis-
tema:

29!

¢1($17'~'7xn) = - :Cl,
Ln
X
¢2(m1,...,xn) = =2 *CQa
T
Tn—
(an—l(xl;"'axn) = nol = Un-1,
Tn

pri ¢emu pretpostavljamo z, # 0.
Opce rjesenje zadate parcijalne diferencijalne jednadzbe glasi:

Ty T2 LTp—1
u(xl,xg,...,a:n):@(,,..., :

Tn Tn Tn

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata. ¢

3.1.2 Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti

Kao sto je slucaj u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, i u teoriji parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi jedan od osnovnih problema jeste tzv. Cauchyjev
problem pocetnih vrijednosti. Cauchyjev problem za jednadzbu (3.1) definiran je
sljede¢om definicijom.
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Deﬁnlclja 3.1.2. Neka je (3 © xéo), . 510)1, ) € Q fiksna tacka. Oznacimo
sa Q) skup svih tac¢aka (x1,To,...,2n_1) € R"™! takvih da (x1, 22, ..., Tn_1,Tn) €
Q. Skup Q predstavlja neku oblast w R, pri cemu vrijedi (azg ), :z:go), e ,9:2021) €
0.

Pretpostavimo da je u nekoj okolini tacke (ajgo), xé"), e (O) 1), koja je sadrzana
u (AZ, definirana neprekidno diferencijabilna funkcija g(ml, Ty ewey Tpo1)-

Cauchyjev problem za jednadzbu (3.1) sastoji se u sljedeéem: TraZi se rjesenje
u=u(x,22,...,2T,) jednadzbe (3.1) koje zadovoljava uvjet

w(xy, Ty o1, 0) = g(x1, 22, . .., Tn1), (3.5)

sto se krace moze zapisati kao
w=g(xy,. .., tn1) 20z, =z, (3.6)

Uvjet (3.5) naziva se poéetnim uvjetom, a funkcija g poéetnom funkci-
jom.

Sada ¢emo opisati postupak nalazenja rjesenja koje zadovoljava pocetni uvjet
(3.6).

(0)

(¢) Uvrstimo vrijednost x,, = x5’ u sistem prvih integrala:

or(T1, T2, ..., Tp_1,T (0)) ok, k=1,...,n—1. (3.7
(#1) Iz sistema (3.7) izrazimo varijable 21, ..., z,_1 u zavisnosti od @, tj. neka
vrijedi:
$k=¢k((ﬁ1,...,<ﬁ7L_1), kZl,...,?’L—l.
(#i1) Zamjenom u izraz (3.6), pri ¢emu 1, ..., P,—1 zamjenjujemo s funkcijama
©1, .-, Pn—1, dobivamo:

= 9(7/11(<,01, ey (pn—l)a cee 711)71,—1(@1; e @n—l)),
Sto predstavlja rjeSenje Cauchyjevog problema (3.6).

Teorem 3.1.4. Cauchyjev problem definiran u Definiciji 3.1.2 ima jedinstveno
rjesenje u nekoj okolini tacke

(xg ),a:go), . mrglozl) e Q.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x 50) méo), e (O) 1) € Q proizvoljna, ali fiksirana

tacka. Prema teoriji sistema obi¢nih d1ferenc1Jaln1h jednadzbi, u nekoj okolini te
tacke postoji n — 1 medusobno nezavisnih prvih integrala

<p1(x17x2,...,37n), 902(1'171'27“-7$n)a-~-7§0n71($1;$27---axn)
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

sistema (3.3). Dakle, u toj okolini vrijedi uvjet

a(‘Pla‘P% .- .,QOnfl)
Oz, o, ..., Tp)

£0. (3.8)

Napomenimo da je prethodni uvjet (3.8) zapisan kao determinanta matrice
formata (n—1) x n, koja nije kvadratna, pa taj zapis moze izazvati sumnju u nje-
govu ispravnost. Medutim, ovdje se radi o simbolickom zapisu koji zapravo znaci

da rang Jacobieve matrice funkcija ¢1, @2, . .., @,_1 po varijablama x1, za, ..., T,
mora biti n — 1.
Stavimo
901(‘1:173?27 ... 7$n—17x(0)) = ¢17
w2(r1, 22, ., Tp_1,7 (0)) Pa,
(3.9)
@n—l(‘xhx%” y Tn—1,T (0)) (pn 1

Osim toga, stavimo

(p2 (x50)7 xé )7 A ’E'I/O) 17 (0)) ¢50)7
(3.10)
Pn— 1(‘1:&0)73;50)7"' glo—)lvx( )) @20)1'

Na osnovu izraza (3.8) i primjenom teorema o implicitno zadatim funkcijama,
slijedi da se sistem jednadzbi (3.9) jednozna¢éno moze rijesiti po varijablama
T1,L2y...yLp—1- Neka je

€Tl = ¢1(¢17¢27 s 7@7171)7

T2 = 1/12(@17@2, v 7@1171)’
(3.11)

Tn—1 = ¢n—1(¢1a¢27 cee a@n—l)’

jedinstveno rjeSenje sistema (3.9) po varijablama x1, za, ..., 1.
Osim toga, na osnovu teorema o implicitno zadatim funkcijama, slijedi da su
funkcije

1/%(@1,@27...,@”71), i:1727...7n_1,

definirane u nekoj okolini tacke

(90(0)’@%0)7 et a@ilo—)l)
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

i da u toj okolini imaju neprekidne izvode. Takoder, napominjemo da su sistemi
(3.9) i (3.11) ekvivalentni, barem u okolini tacke

0) (0 0) —(0) —(0 —_(0
(21" 2y 2 2.

To znadi da, ako u (3.11) uvrstimo vrijednosti @;,@s, - .., B, 1z (3.9), dobi-
vamo identitete

2 :1/)1(901($1,3027~-~,$n717$%0))7~-~,<,0n—1(3317332,---ywn—l,fﬂglo)))7
To :wg(gal(xl,:cg,...,mn_l,xgo)),...,gan_l(xl,xg,...,xn_l,mgo))),
Tn-1 = Yn-1(p1(z1, 22, . .. a1, 80), L op1 (@1, T, ,Tn-1,20)).

Pokazimo sada da mozemo formirati slozene funkcije

wi(gol(xl,xg, ... ,xn_l,xglo)), e on—1(x1, @04 - ,xn_l,xglo))), 1=1,2,...,n—1.
Primijetimo da su funkcije 9;(@1,®s,...,9,_1) definirane u nekoj okolini
facke (0) —(0) (0)
_(0) —(0 (0
(901 )y P2 7"'7907171)'

S druge strane, tacka
(<p1(x1,x2, ... ,xn_l,xglo)), ey on—1(x1, T, . .. ,xn_l,xglo))) (3.12)

se za T = xgo)’ To = xéo), ey Tyl = zgloll,xn = :cslo), prema (3.10), poklapa sa
tackom
(¢(10)7¢50)7 ce 7@1(107)1)'

Akose xy,xa, ..., Tn_1, T, ‘malo” udaljavaju od :c(lo), xéo), e ,xflo_)l, %(10)’ onda
¢e se zbog neprekidnosti funkcija ¢;(z1, z2,...,Tn—1, ,) i tacka (3.12) "malo”
udaljavati od tacke (@&0),¢§0), e ,@7(107)1) u kojoj su definirane funkcije v, (%, @,

ey Pn_1)- Znadi, ako se tacka (z1,z2,...,Tn_1,%,) nalazi u dovoljno maloj

§0)7méo), ce a;ff}l,x%o)), onda Ce se tacka (3.12) nalaziti u nekoj
okolini tacke (Ego)’aéo), . ,@;021) u kojoj su definirane funkcije ¥; (@1, @gy - -« Pru_1)-
Ovo upravo znaci da za takve xy,x2,...,Tp_1,%, mozemo formirati slozenu

funkciju

okolini tacke (z

Yilor(x1, 22, 1, ), o1 (21, Ty a1, 2D)), i=1,2,... n—1.
Pomoc¢u ovih funkcija formiramo slozenu funkciju

U(Il, s ,.’,Un) = g(¢1(§01($1, s 71'n—1733n)7 e '7@%-1(I17 cee ,l'n_l,l'n)), RN

wn—l(@l(xl7 AR )xn_].?xn)) M @n_l(xl) M) xn_].?mn)))
(3.13)
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Da se ova slozena funkcija u moze formirati, pokazujemo slicno kao i moguénost
formiranja funkcija ¥;(p1(x1,. .., Tn-1,Zn), -+, Pn—1(T1, ..., Tn_1,Zn))-

Funkcija u(x1,x9,...,2,) data sa (3.13) je rjesenje jednadzbe (3.1), jer je

izrazena preko prvih integrala 1, g, ..., v,—1. Ako u (3.13) stavimo da je x,, =

0) . ,
x%) imat cemo

u(zy,. .. ,xn_l,ng’)) =
g1 (o1 (21, ... ,xn,l,xgo)), vy on—1(x1, ... ,mn,l,mgo))), .
UVn—1(p1(z1,. .. ,xn_l,xgo)), e on—1(x1, ... ,xn_l,xéo))))

= g(¢1(¢1’¢2> s 7¢n71)’ s 7%—1(@1@27 s 7¢n71))

= g(x1,...,Zp_1).

Znaci, funkcija u(zq,...,z,) zadovoljava i pocetni uvjet (3.6), pa je ona rjesenje
Cauchyjevog problema.

Ostaje da pokazemo da je to jedino rjesenje Cauchyjevog problema. Neka je
up(z1, ..., 2,) bilo koje drugo rjesenje Cauchyjevog problema. Kako u(z1,...,2,)
zadovoljava jednadzbu (3.1) to mora postojati funkcija ®; tako da je

ur (1, Tn) = P1(p1(x1, -y xn ), 02(1, ooy @)y ooy P11 (T1, -y Tp))-
(3.14)
Ako stavimo da je xz, = sc%o) i ako uzmemo u obzir da u; zadovoljava pocetni
uvjet (3.6) imat ¢emo

q)l(@l(xla CIE 7xn717x£10))1¢2(x17 CIEIE 71'77,717‘%.57,0))7 .. °780n71(x17 o 71'71717*%57,0)))

=g(z1,...,Tn-1)-

Ako, kao i prije, u (3.9) stavimo da je ¢; (21, . . . ,xn_l,xgo)) =9;,i=1,2,...,n—

1, prethodna jednadzba postaje
D1(P1, P9,y Pp1) = g(X1, 0oy 1) (3.15)
Vidjeli smo da se iz jednadzbi
wi(zy, ... ,xn,l,x@) =y, 1=12,...,n—1,
rjeSavajuéi ih po z;, dobiva
z, =Ui(01, Py, Pp1), 1=1,2,...,mn—1.
Uvrstimo 1i ovo u desnu stranu od (3.15) imat éemo

@1(¢17¢27 s 7@7171) = 9(1/11(@1,@2, s v@n—l)a s 71/)7171(@17@27 o 'ﬂonfl))'
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Iz ovog i (3.14) vidimo da ¢emo funkciju uy (z1, ..., x,) dobiti ako u desnu stranu
(3.16) umjesto @y, Py, - - - , Py Stavimo redom w1 (1, .., Tn), -y Pr—1(T1,. .., Tpn)-
Ako ovo uéinimo i dobiveni rezultat uporedimo sa (3.13) dobit ¢emo da je

w(Ty, .y xy) = ur(T1, ..., Tp)-

Ovim smo dokazali jedinstvenost rjesenja Cauchyjevog problema u nekoj okolini

tacke (xgo), xéo), . 7952021) eq. O

Primijetimo da dokaz Teorema 3.1.4 zapravo ilustrira metodologiju rjesavanja
Cauchyjevog problema pocetnih vrijednosti za linearne homogene parcijalne di-
ferencijalne jednadzbe, $to ¢emo u nastavku demonstrirati na nekoliko primjera.

Primjer 3.1.10. Rijesiti Cauchyjev problem

ou @

Yor "oy 0, u(0,y) = o(y),

odnosno, odrediti integralnu povrs koja sadrzi zadatu krivu.

Rjesenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom

obliku je:
de _ dy

y —x
Iz ovoga dobivamo prvi integral
d(z,y) =2® +y* =C, C = const.
Dakle, opce rjesenje je oblika
u(w,y) = (2 +y?),

gdje je ® proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svog argumenta. Sada
iz opteg rjesenja izdvajamo ono koje zadovoljava pocetni uvijet.
Stavimo

¢ :=¢(0,y) = v°.
Tada je ®(y?) = o(y), odakle vidimo da je funkcija ¢ parna, pa je

Zamjenom ¢ sa ¢, zakljuéujemo da traZena integralna povrs ima oblik:

u(z,y) = p(vVa? +y?).

Specijalno, ako bi bilo ¢(y) = y, onda je u = /22 + 32, tj. u®> = 22 +y%. Ovo je
konus dobiven rotacijom prave u = y oko u—ose (slika 3.1).
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Slika 3.1: Konus uw? =22+ 42, ©u >0, —2<x <2, —2<y <2

Ako bismo uzeli da je ¢(y) = 32, dobili bismo u = 22 4 y2. Ovo je paraboloid
dobiven rotacijom parabole u = y? oko u—ose (slika 3.2).

Slika 3.2: Paraboloid u = 22 + 9%, —2<2 <2, —2<y <2,

Akobibilogp() /12 — 2, onda bismo imali u = \/r2 — 22 — 2, tj. 22 +

y? +u? = 1%, u > 0. Ovo je polusfera koja sadrzi polukruznicu u = /72 —
(slika 3.3).
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

Slika 3.3: Polusfera 22 +¢y?> +u’ =1, u>0,-1<2 <1, -1 <y <.

¢

Primjer 3.1.11. Rijesiti Cauchyjev problem za parcijalnu diferencijalnu jed-
nadzbu

ou ou

u
— Yt z— 4 y— = 1 =y z.
(z—y) Oz Zay yaz 0, u(l,y,z)=y+=

RjesSenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je

dr . dy dz
-y oz oy

Lako se utvrduje da su nezavisni prvi integrali
901:z2—y2:(71, po=ax—y+z=_Cs.
Opée rjesenje jednadzbe je oblika
u=®(p1,92) = 2(z* —y?,x —y+2).

Za zadati pocetni uvjet rjesenje trazimo tako da uvrstimo pocetne vrijednosti:

pr=p1(Ly,2)=2"—9> By=p(Ly2z)=1-y+z

@1:2’/2_3127
@2:1_y+27

Iz sistema

dobivamo



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

Uvrstavanjem u pocetni uvjet u = y + z dobivamo

_ ¥1
Py —1

u

Zamjenom @, = 22 — y? 1 Py = ¥ — y + 2z dolazimo do rjesenja Cauchyjevoga
problema:

22 g2

T e,

Primjer 3.1.12. Odrediti rjesenje Cauchyjevog problema
ou ou ou
_ _— = 0 1 == - Y.
Vg Vg, tVegm =0, uzyl) =y

RjesSenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi glasi

dr dy dz

TV
Jednostavnom analizom dolazimo do prvih integrala sistema:
o1 =Vr—Vz2=0C1, @2=\y—Vz=_Co.
Opce rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe ima oblik
w= D1, 2) = D(VT — VAT~ V).

Posmatrajmo sada sistem jednakosti definiranih poc¢etnim uvjetom:

{wl = pi(e,y,1) = va - 1,

Py =pa(z,y,1) =y — 1.

Rjesavajuéi ovaj sistem po nepoznatim varijablama x i y, dobivamo

r=(p+1)° y=(@+1)>%

Uvritavanjem u pocetni uvjet u = x—y i zamjenom @, = /z—/21 %, = \/y—2
dobivamo konacno rjesenje Cauchyjevog problema:

(g, 2) = (VT —vZ+ 1P — (Vi — vz + D2

Primjer 3.1.13. Odrediti rjesenje Cauchyjevoga problema

0
xa—z +yg—; —Hvya—z =0, u(z,y,0)= z? + 92
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

RjeSenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi glasi
dr _dy dz
r oy ay

Jednostavno nalazimo prve integrale:

x x
901:§:C1, @2=£—chz~

T xy
—o (2 _.).
B <y72 Z)

Posmatrajmo sistem jednakosti definiranih pocetnim uvjetom:
Py =¢1(2,y,0) = ¢
Py = @2(-@,2},0) = %
Rjesavajuci ovaj sistem po varijablama x i y, dobivamo

— 2p.
T =209y, Y= TQ

Y1

Uvrstavanjem ovih izraza u poéetni uvjet u = 22 4 y? dobivamo
29
U= 290,90y + —.
$1

Zamjenom P, i P, sa originalnim funkcijama ¢ i 2, konacno dobivamo rjesenje
Cauchyjevoga problema:

w(a,y, 2) = (zy — 22) (2 + y) .

T

¢

3.1.3 Generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijedno-
sti

Primijetimo da se u definiciji 3.1.2 klasi¢nog Cauchyjevog problema za parci-
jalnu diferencijalnu jednadzbu (3.1) pocetni uvjet postavlja na hiperravan koja
je paralelna s koordinatnim ravnima. Tipi¢no, za funkciju
u=u(x1,Ta,...,Tn),
pocetni uvjeti zadati su na hiperravni oblika x,, = x%o), a rjesenje se trazi u njenoj
okolini.
U praksi i teoriji, takav pristup ¢esto nije dovoljan. Naime:
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

¢ Pocetne informacije nisu poznate na jednostavnoj ravni, ve¢ na zakrivljenim
ili proizvoljnim podmnogostrukostima u prostoru varijabli;

e Geometrijska ili fizikalna priroda problema zahtijeva da se pocetni uvjeti
zadaju parametarski, tj. kao funkcije jednog ili vise parametara;

e Primjena karakteristicnih metoda ili metoda integrala cesto vodi do for-
mulacija u kojima je prirodnije zadati pocetne uvjete na karakteristicnim
krivim ili povrsima, koje opéenito nisu koordinatne.

Zbog svega navedenog, uvodi se tzv. generalizirani Cauchyjev problem pocetnih

vrijednosti, kao prirodno prosirenje klasi¢ne formulacije koje omoguéuje Siru prim-
jenu u teorijskim i primijenjenim kontekstima.

U nastavku definiramo generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti.

Definicija 3.1.3. Generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti

sastoji se u nalaZenju funkcije u = u(xy, ..., x,) koja zadovoljava parcijalnu difer-
encijalnu jednadzbu (3.1) te pocetne uvjete zadate u parametarskom obliku:
vy = ¢ty tao1)
) = ¢2(t17"'7tn71)
: (3.17)
xn = ¢n(t17~--;tn—1)
uw = (b’rLJrl(tl,"'Jtnfl)
gdje su ti,...,tn—1 realni parametri, a funkcije ¢1,...,¢n+1 su zadate glatke

(barem jednom neprekidno diferencijabilne) funkcije.

Owaj problem predstavilja opcenitiju verziju klasicnog Cauchyjevog problema
jer dopusta da pocetni uvjeti budu zadati na proizvoljnoj (regularnoj) podmno-
gostrukosti u prostoru varijabli.

Cauchyjev problem (3.6), formuliran u prethodnoj sekciji, moze se izraziti kao
poseban slucaj generaliziranog Cauchyjevog problema ako stavimo:

.’E1:t17...,1'n,1:tn,1, ZL’n:(E;O), U:g(tl,...,tnfl).

U nastavku opisujemo postupak nalazenja rjesenja generaliziranog Cauchy-
jevog problema:

(i) U sistem prvih integrala
@1(%1,...,1}1):01, ceey Qanl(l'l,...,.’ﬂn):Cn,l,

umjesto varijabli x; uvrstimo izraze ¢;(t1,...,tn—1) za i = 1,...,n, ¢ime
dobivamo konstante Cl:

Or(P1, . 0n) =C, k=1,...,n—1
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3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe

(i) Eliminacijom konstanti C4,...,C,_1 dobivamo sistem:
(1, tn) = pp(d1,. . 0n), k=1,...,n—1,
gdje su ¢ = dp(t1,. .., tn-1).
(#i1) Tako dobivamo parametarsko rjesenje u obliku:

301(x1""’$n) = @1(¢1(t)7~-~7¢n(t))7
902(3717---awn) = @2(¢1(t)7'“7¢n(t))7

‘Pn—l(xl’ s ’xn) = LF’n—l((bl (t), ) (bn(t))a
u = ¢n+1(t)7

gdje skraceno piSemo t = (t1,...,tn—1).
(iv) Za dobivanje eksplicitnog rjesenja, iz sistema:

@1 = wl(gbl(t)""agbn(t)),
Py = p2Ah1(t),..., Pn(t)),

Pn1 = Spn—lw)l(t)v R ¢n(t))v

izrazimo parametre tq,...,t,_1 u obliku:
tk:¢k(¢la"'7¢n—l)7 ]{1:1,771,71
(v) UvrStavanjem izraza za tp u jednadzbu:

U= ¢pi1(ts,. . tn-1)

dobivamo rjesenje u eksplicitnom obliku:

w(wy, .. 2n) = dnr1 (V1(01(@), ... on_1(x)),

..,1/1n_1(<,01(l’),...,(pn_l(z)))7 (3.18)

gdje je x = (21,...,2p).

Funkeija u(zy,...,x,) definirana s (3.18) rjeSenje je jednadzbe (3.1), jer je
izrazena pomocu prvih integrala ¢1, ..., ¢,_1. Takoder, analogno kao kod klasi¢nog
Cauchyjevog problema, moze se pokazati da su zadovoljeni i pocetni uvjeti (3.17).

Primjer 3.1.14. Nadéi integralnu povrs jednadzbe

ou Ju
e =
ayaer xay 0,

koja sadrzi krivu zadatu sa



3.1 Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzZbe

RjesSenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj

diferencijalnoj jednadzbi glasi
dr  dy

ay bz’
Jednostavno vidi se da je prvi integral ovog sistema
o =bz? —ay®=C.
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta u prvi integral dobivamo
B =0t —at®* = (b — a)t*.

Rjesavanjem ove jednadzbe po t, za a # b, dobivamo:
[

t=+ .
b—a

Uvrstavanjem izraza za t u jednadzbu u = t2, te zamjenom p = bx? — ay?,
dobivamo rjesenje Cauchyjevog problema:

bx? — ay?

ul@,y) = —p—

Ako je a = b, jednostavno se vidi da ne postoji integralna povrs koja sadrzi
zadatu krivu.

Slika 3.4: Grafik funkcije u = u(x,y) za a = 1, b = 3 i krive (t,t,t2) iz Primjera
3.1.14.

Primjer 3.1.15. Nadi rjesenje generaliziranog Cauchyjevog problema

L
Ox a@y Yo T
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

koje sadrzi krivu zadatu sa

x=1 y=t1, z=tq, u=AtTt].

RjeSenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi:

dz. dy dz

1 a b
Jednostavno se vidi da su prvi integrali ovog sistema:

1
p1 =y —ar = (1, @222—5556‘2:02-

Opce rjesenje parcijalne jednadzbe je dato u implicitnom obliku:

1
u=7ao (y—ax,z— 2bx2> .
Zamjenom pocetnih uvjeta u izraze za prve integrale, dobivamo:
_ _ 1
P, =t —a, 902=t2—§b.

Rjesavanjem po t; i to, dobivamo:

1 1 1
t1=a+p,=a+ (y—azx), t2= §b+¢2=§b+ (z—2bx2>.

Uvrstavanjem u jednadzbu u = A}ty i zamjenom izraza za @, i @,, dobivamo
rjesenje Cauchyjevog problema:

1 1\™
u(z,y,2) = Ay — az + a)" ( — b+ gb) .

3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

U ovom poglavlju ¢emo se baviti nacinom rjesavanja kvazilinearnih PDJ. Zatim
¢emo formulirati Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti, kao i generalizirani
Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti. Razli¢iti primjeri ¢e posluziti za ilus-
traciju metoda koje se koriste pri rjeSavanju ovakvih jednadzbi.
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

3.2.1 Odredivanje opceg rjesenja

Parcijalna diferencijalna jednadzba oblika

ou ou
Py(xq,... ,alcn,u)a—x1 + ...+ Po(xy,. .. 7967“”)@ = R(z1,...,Zn,u), (3.19)
gdje je u = u(x1,...,x,) nepoznata funkcija, P; = Pi(z1,...,z,,u) su koefici-
jenti, a R = R(x1,...,x,,u) poznata funkcija, naziva se kvazilinearna parcijalna

diferencijalna jednadzba.
Ono sto ovu jednadzbu ¢ini kvazilinearnom jeste ¢injenica da funkcije R i P;
mogu zavisiti i od funkcije w.

Pretpostavit éemo da su funkcije P;(x1, ..., 2y, u), zai = 1,2,...,n, neprekid-
no diferencijabilne u nekoj (n 4 1)-dimenzionalnoj oblasti €2.
Takoder ¢emo pretpostaviti da u svakoj tacki (z1,...,z,,u) € Q bar jedna

od funkcija P; nije jednaka nuli. Bez gubitka opcenitosti, pretpostavit ¢emo da
je to funkcija P,.

Definicija 3.2.1. Pod rjeSenjem jednadzbe (3.19) podrazumijevamo funkciju
u(xy, ..., x,) koja je neprekidno diferencijabilna (u oblasti u kojoj je definirana)
i koja zadovoljava jednadzbu (3.19).

Rjesavanje parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.19) moZe se svesti na rjesa-
vanje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe, sto ¢emo detaljno
pokazati u nastavku.

Pretpostavimo da je neko rjeSenje u(xy,xs,. .., x,) jednadzbe (3.19) dato im-
plicitno pomocu jednadzbe

v(T1,. ..y Tp,u) =0, (3.20)

gdje je v(x1,...,2n,u) neka neprekidno diferencijabilna funkcija definirana u
oblasti Q.

Dakle, smatramo da se jednadzba (3.20) moze na jedinstven nacin rijesiti po
u, te da funkeija u(x1, x9, . .., x,) dobivena rjeSavanjem te jednadzbe zadovoljava
i originalnu jednadzbu (3.19).

Pretpostavit ¢emo da vrijedi uvjet:

8’0(1‘1, s axnvu)
ou

Ova pretpostavka ne predstavlja nikakvo sustinsko ogranicenje. Naime, ako bi
identicki vrijedilo

£0.

ov

=9
du ’

to bi znacilo da funkcija v uopée ne zavisi od w, pa jednadzba (3.20) ne bi mogla

definirati u kao funkciju od varijabli z1,...,z,.

go), Igo)’ 2 u(9) u kojoj je

Prema tome, mora postojati tacka (z

ov
%7&0.
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

0
Zbog neprekidnosti funkcije —v, postoji i neka okolina te tacke u kojoj takoder
u

0

Ov
vrijedi u # 0. Na tu okolinu ¢emo ograniCiti sva naredna razmatranja.
U
Funkcija u(xy,z2,...,x,) dobivena je iz jednadzbe (3.20), te identicki zado-
voljava tu jednadzbu u svim tackama po varijablama x4, ..., z,.
Uvrstimo sada ovu funkciju u (3.20), a zatim diferencirajmo po z;, za ¢ =
1,2,...,n. Dobivamo:

ov(wy, ..., T, u(xy, ..., Ty))  OV(T1,... ,Tp,u(T1,...,2,)) OulT1,...,2n)
+ . =0.
Oz; ou ox;
Odavde slijedi:
vz, ..y Ty u(X1,y .oy Tp))
ou(x1,...,xy) _ Ox;
Ox; ov(xy, ..., xp,u(x1, ..., xy)) "

ou

Posto su tacke (z1, . .., Tp, u(x1, ..., x,)) upravo one koje zadovoljavaju (3.20),

mozemo zapisati:
Ov(xy, ..., Tp,u)
ou(zxy, ..., xy) _ Oz; 7 (3.21)
ox; (T, ..., Tp,u)
ou
gdje 1,9, ..., x, 1 u zadovoljavaju jednadzbu (3.20).
Po pretpostavci, funkcija u(xy, 2, . . ., x,) zadovoljava jednadzbu (3.19). Ako
sada izraz (3.21) uvrstimo u (3.19), te nakon sredivanja, dobivamo:
v v v v
P o p, 2 LR, 3.22
15$1+ 28x2+ + ”8zn+ ou ( )
gdje su P, = Pi(x1,...,zp,u(z,...,2,)) zai=1,2,...,n, a u=u(x1,...,2T,)
— §to vazi za sve one tacke (z1,...,z,,u) koje zadovoljavaju (3.20).

Ako prethodno razmatranje provedemo obrnutim redoslijedom, uvjerit ¢emo
se da funkcija u(xy, ..., 2, ), definirana pomocu (3.20), predstavlja rjesenje jed-
nadzbe (3.19) ako funkcija v zadovoljava jednadzbu (3.22).

Iz svega navedenog zakljutujemo sljedece: funkcija w(zy,...,z,) definirana
implicitno pomocu jednadzbe (3.20) jeste rjeSenje jednadzbe (3.19) ako i samo
ako funkcija v(z1,...,z,, u) zadovoljava jednadzbu (3.22).

Prema tome, dobivamo vazan zakljucak: da bismo nasli sva rjesenja jednadzbe
(3.19), dovoljno je da nademo sve funkcije v(z1,...,z,,u) koje zadovoljavaju
jednadzbu (3.22), za sve one (z1,...,%,,u) koji zadovoljavaju (3.20).

Sada ¢emo funkciju v(z1,...,2,,u) traziti pod strozijim uvjetima od onih
prethodno razmatranih. Naime, zahtijevat ¢emo da funkcija v(z1,...,z,,u)
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

identi¢ki zadovoljava jednadzbu (3.22) po svim varijablama x1,...,2, i u, a ne
samo za one vrijednosti koje su povezane uslovom (3.20).
Ako trazimo v(z1,...,2Tn,u) pod ovim strozijim uvjetima, tada jednadzba

(3.22) postaje homogena linearna parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda
sa nepoznatom funkcijom v.

U prethodnoj sekciji vidjeli smo da se takvoj jednadzbi pridruzuje sistem
karakteristicnih jednadzbi:

dx1  dwxo dx, du
am _ %2 % 00 9
P Py P, R’ (3.23)

koji predstavlja sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi reda n.

Neka su o1 (21, ..., Tp,u),y ...y on(21,. .., Ty, w) medusobno funkcionalno neza-
visni prvi integrali sistema (3.23). Tada, kao $to smo ranije pokazali, opée rjeSenje
jednadzbe (3.22) ima oblik:

V(1. Ty t) = (@1 (21, -y T, w0 (T, T, 0)) (3.24)

gdje je @ proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.
Podsjetimo da se rjeSenja jednadzbe (3.19) dobiju (implicitno) iz jednadzbe
(3.20). Uvrstavanjem izraza (3.24) u (3.20), dobivamo:

o (wl(xlv s 7Inyu)7 .- '7@n(l‘15 s 7In7u)) =0. (325)

Za svaku funkciju ® iz jednadzbe (3.25) dobivamo neko rjeSenje jednadzbe
(3.19). Kako je ® proizvoljna funkcija, izraz (3.25) predstavlja familiju rjeSenja
jednadzbe (3.19), koja zavisi od proizvoljne funkcije ®.

Familiju rjesenja datu jednadzbom (3.25) dobili smo pod strozijim uvjetima
nego $to je to nuzno. Zbog toga se postavlja pitanje: da li su sa (3.25) zaista
obuhvaéena sva rjeSenja jednadzbe (3.19)?

Pokazimo da su, ipak, sa (3.25) obuhvacena sva rjeSenja jednadzbe (3.19).

Neka je u(xy,xa,...,z,) neko fiksno rjesenje jednadzbe (3.19). Tada za sve
tacke u domenu identicki vrijedi:

n
ou(xy,...,x
ZPi(ajl, R R 71 2 B ,an))% = R(x1,...,Zn,u(x1,...,2,)).
i=1 ¢
(3.26)
Nadalje, neka su ¢;(z1,...,2n,u), za j = 1,...,n, prvi integrali sistema
(3.23), odnosno rjesenja jednadzbe (3.22). Tada, za svako j = 1,...,n, identi¢ki
po svim varijablama x1,...,x, i u vrijedi:

n

0pi(x1,...,Tn,u
Zpi(zla"waHu) 90‘]( - )

o0x;
i=1 v

8@0]‘(501, e ,a:n,u)

+R(I1,...,In,u) o

=0. (3.27)
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Kako jednadzba (3.27) identi¢ki vrijedi po varijablama z1,...,z, i u, ista
vrijedi i ako u nju uvrstimo v = u(z1,...,2,). Na taj nac¢in dobivamo:

ZP (z1,...,2p,u (xh“.7$n))3apj(z1,...,xn,u(xh...,xn))

aﬂl‘i
0pi(x1,. .., Tp,u(T1,. .., 2y
—I—R(:El,...,xmu(asl,...,wn)) 903( - (1 )) =0. (3.28)
ou
Sada, za svako j = 1,2, ..., n pomnoZimo jednadzbu (3.26) sa BW(M"“’wgf(w‘"“’w")) ,a
zatim saberemo sa jednadzbom (3.28). Time za svaki j = 1,2,...,n dobivamo:
0p; (xl, ceny Ty u(z, .. xn))
Piwy,. . an,ulw, .. 2
Z (z1,. .., T, u(2y zn)) oz,
Dpj (xl, R R 712 B ,x”)) ou(zy,...,xy)
=0.
ou ox;

Uvedimo sada funkcije

U,(xy,...,x,) = gpj(ml,...,xmu(xl,...,xn)), i=12....n
Tada prethodnu jednakost mozemo napisati u obliku

8\113'(1‘1, e ,CCn)

ZP R P N )) (xl,...,xn)) £

=0, j=1,2,...,n (3.29)

Jednadzbu (3.29) moZemo protumaciti na sljede¢i naéin: linearni homogeni
sistem algebarskih jednadzbi

n

oV
Zzl J(ajl’ ’xn):O? j:1727"'7n7
‘ Oz;

ima rjeSenje z; = P;(21,..., @y, u(x1,...,2,)) za i = 1,2,...,n. Ovo rjeSenje
je netrivijalno jer je, po pretpostavci, P, (z1,...,2Zn,u) # 0. Zbog toga determi-
nanta sistema mora biti jednaka nuli za sve x1, s, ..., Z,, tj.
oV, Vy,...,¥,)
=0.
(9(5(51,.%‘2, N ,l‘n)
Iz ove jednakosti, kao Sto je poznato, slijedi da su funkcije ¥; = W;(21,...,2,)

funkcionalno zavisne. To znaci da postoji neprekidno diferencijabilna funkcija
O(Tq,...,0,),
takva da za sve x1,...,x, vrijedi

é(\lll(xlv'-'axn)w'-aan(l’lw-wxn)) =0.
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Kombinacijom sa definicijom funkcija ¥; dobivamo

q)(gpl(xl, ey Ty (X1 e T0))y e (X1, T, w(E, ,xn))) =0.
Prethodnim razmatranjem dokazali smo sljedeéi teorem.

Teorem 3.2.1. Neka su
@i(xlv"'ax’ruu)zci i:1727"'7na

nezavisni prvi integrali sistema (3.23). Tada je opée rjeSenje kvazilinearne par-
cijalne diferencijalne jednadzbe (3.19) zadato implicitnom relacijom

(I)(SOla- . 7S0n) = 07
gdje je ® proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.

Primjedba 3.2.1. Ako se nepoznata funkcija u pojavljuje samo u jednom od
prvih integrala, na primjer u posljednjem, tada se opée rjesenje moze zapisati u
obliku

on(T1, .y, u) = P(P1, ..o, Ono1),

gdje je @ proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.

U sljede¢ih nekoliko primjera prikazat ¢emo primjenu prethodnih razma-
tranja. Takoder, napomenimo da ¢emo Cesto za nepoznatu funkciju koristiti
oznaku z umjesto uobicajene oznake u, buduéi da se obje oznake susrecu u liter-
aturi. Iz samog zadatka Ce uvijek biti jasno kada z oznac¢ava nepoznatu funkciju,
a kada nezavisnu varijablu.

Primjer 3.2.1. Odrediti opéi integral jednadzbe

o Ty @:(I+Q>U-

Rjesenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzenoj datoj parcijal-
noj diferencijalnoj jednadzbi glasi
de dy du
v (@+yu
Iz prve dvije jednadzbe dobivamo prvi integral
1 y—=x

1
—_—— =
r oy zy

Iz sistema takoder slijedi
dr—dy  du

2oy @ty
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Sto se moze zapisati kao

dlx—y) du
r—y  u’
pa je drugi prvi integral
TY o
= Cs.

Opce rjesenje datog sistema glasi

Ty U

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija na R%. ¢

Primjer 3.2.2. Odrediti opce rjesenje jednadzbe

RjesSenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzenoj datoj parcijal-
noj diferencijalnoj jednadzbi glasi

dﬁ dy du

Iz sistema slijedi
dr—dy  du

r—y x—y

Odavde dobivamo

pa je prvi integral
r—y—u=Cy.
Pored toga, direktno iz sistema imamo

do _dy

r oy’
sto daje drugi prvi integral

T

- = CQ.

Y

Opce rjesenje datog sistema glasi

@(m—y—u,x> = 0.
Y

U ovom rjeSenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija na R2. ¢

Primjer 3.2.3. Odrediti opéi integral jednadzbe

%—i—(z—l—u)@-i-( +u)@— +z
Ox Oy 4 5. JT*

X
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

RjeSenje. Parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi pridruzujemo sistem obic¢nih
diferencijalnih jednadzbi:

dx dy dz du

r  ztu y+u :y—i—z'

Iz posljednje dvije jednadzbe dobivamo:

dz—du dy—dz

uU—z z—y

sto daje prvi integral:

Dalje, posmatrajmo:
de  d(y+z+u)

x  2y+z+u)’
sto vodi do drugog prvog integrala:

2

o Cs.
y+z+u
Takoder, iz
dr  dz—du
r u—z
dobivamo treéi prvi integral:
x(u—z) = Cs.

Opce rjesenje datog sistema, odnosno zadate parcijalne diferencijalne jed-

nadzbe, glasi:
_ 2
o= u’ ’ , z(u—2)) =0.
y—2z y+z+tu

U ovom rjesenju @ je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija definirana
na R3. ¢

Primjer 3.2.4. Rijesiti sljede¢u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

0z 0z 2 +y?

-5+ )y = = ().

RjeSenje. PridruZeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom
obliku glasi:
dx dy zdz

y—x aw+y a2+y?
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Kako bismo pronasli prvi integral, primijetimo sljedece:

dr+dy  dy
2y x+y

Odavde slijedi
(z +y) d(z +y) =2y dy,

Sto integriranjem daje prvi integral
b1(z,y,2) = 2 + 2zy —y° = C1.
Za pronalazenje drugog prvog integrala, primijetimo:
z(y—z)—ylz+y)+22 +y* =0.

Dakle, imamo
zdr —ydy+ zdz =0,

Sto integriranjem daje drugi prvi integral
P2(,y,2) =2 —y* + 2° = Ca.

Lako se provjerava da su dobiveni prvi integrali funkcionalno nezavisni, pa je
opce rjesenje pocetne parcijalne diferencijalne jednadzbe dato sa:

<I>(a?2+acy—y2, m2—y2+z2)20.

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija svojih ar-
gumenata. ¢

Primjer 3.2.5. Rijesiti sljede¢u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

0 0
(22 — 2yz — y2)8—i + (xy + wz)a—z =zy—xz, z=z(z,vy).

Rjesenje. Pridruzeni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u simetri¢nom

obliku glasi:
dx dy dz

22 —yz—y?  xy+xz  ay—axz
Primijetimo da vrijedi
dy dz

yt+z y—=z

)

odnosno
ydy — zdz = zdy + ydz.

Primijetimo da je desna strana totalni diferencijal proizvoda yz. Integriranjem
obje strane dobivamo prvi integral

o1(z,y,2) = 2" —y* + 2yz = C.
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Za odredivanje drugog prvog integrala, uoc¢imo da sljedec¢a linearna kombi-
nacija koeficijenata sistema zadovoljava

x(2% = 2yz — y?) +y(xy + x2) + 2(wvy — 22) = 0.

1z ovoga slijedi
rdr+ydy+ zdz =0,

pa se integriranjem dobiva drugi prvi integral
Go(x,y, 2) = 22 +9° + 2% = Cs.

Lako je provjeriti da su funkcije ¢; i ¢ funkcionalno nezavisne u nekoj
otvorenoj oblasti, pa je opce rjesenje zadate parcijalne diferencijalne jednadzbe
dato implicitno sa:

’<I>(z2 — %+ 2yz, 2+t + 2% =0.

U ovom rjesenju ® je proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija dvije vari-
jable. ¢

3.2.2 Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti
Cauchyjev problem za kvazilinearnu jednadzbu (3.19) sastoji se u sljedecem:
Treba naéi ono rjeSenje u = u(z1, 2, ..., T,) jednadzbe (3.19) koje zadovoljava
sljedeéi uvjet

’Z,L(.Tl,xg, ce 7xn—1ax£7,0)) = g(x17x27 cee xn—l)a
$to kra¢e mozemo pisati sa

w=g(x1,...,0n_1) 78 T, = 2, (3.30)

gdje je g zadata neprekidno diferencijabilna funkcija. Sada ¢emo opisati nacin
nalazenje rjesenja koje zadovoljava uvjet (3.30) ako se zna opce rjesenje

D(p1(z1, .oy Ty ), 02(T1, e oy Ty ), ooy on (21, g, u)) = 0. (3.31)
Napisemo uvjet (3.30) u obliku
w—g(z1,... 00 1) =02za z, =2, (3.32)
Izjednacavajuéi (3.31) i (3.32) vidimo da za funkciju ® mora da vrijedi
(D1, Poy-e oy @) =u—g(T1,...,Tp-1), (3.33)
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

ako pod ©;,9,,...,9, smatramo funkcije dobivene iz prvih integrala sistema

(3.23), zamjenjujuéi z,, sa x%0)7 imamo

@1(x17x27 ... 7$n71,$7(10)7u) = 617
@2(1‘17132’ cees Tn—1, zgtO)’u) = @27

(3.34)
Qpn(xhxz, ey Tp—1, "E,(,LO),U) =9,

Koristeéi teorem o implicitno zadatim funkcijama, slijedi da se sistem (3.34)
jednozna¢no moze rijesiti po z1,xo,...,T,_1,u. Neka je
Ty = ¢1(¢17¢27 s 7@71)7
T2 = 1/12(@17@27 s 7@71)3

Tn—1 = ¢n—1(¢1a¢27 s v@n)?
U = w(¢17¢2’ s 7¢n)

Ako sada, specijalno za funkciju ® uzmemo funkciju

(P(SODQOZu .. 7%071) = w(@h@Qu .. 780n)
- 9(7/11(901,80% . ~,80n)7 cee >wn—1(9013§02a . 'a@n))’

onda je uvjet (3.33) o¢ito ispunjen. Slijedi da je

V(1,255 0n) = g(W1(P15 02,3 9n)s - 1 (P1, 02,5 0n)) = 0 (3.39)

trazeno rjesenje Cauchyjevog problema (3.35) u implicitnom obliku. RjeSavajuéi

jednadzbu po u, ako je to moguce, dobivamo Cauchyjevo rjesenje u eksplicitnom
obliku.

Primjer 3.2.6. Nadi onu integralnu povrs z = z(z,y) jednadzbe

x% -2 0z
ox yay

2

:;(;2—|—y

za koju je z(z,1) = a2,

Rjesenje. Sistem obic¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi

dr.  dy  dz
r =2y a?+4y?
Iz sistema imamo da je
dr  dy
r =2y
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Odavde dobivamo da je prvi integral dat sa

¢1 =2’y = C).

Ch
Na osnovu ovoga imamo da je 2 = —. Uvrtavajuéi ovo u jednadzbu
Y

dy  dz
—2y  a24+y?’
dobivamo
d 2
y __ydz _ (City)dy
-2y Ci+y? —2y?
Odavde slijedi da je
C1 P _

Sada je drugi prvi integral dat sa

72 yz
=— = —z=0Cs.
®2 B 4 z 2

U @1 1 g uvrstimo y = 1, dobivamo sistem

Y1 = T
_ z? 1
= ———-—2z
P2 9 4
© 1
Rjesenja ovog sistema su x = &/, i z = % -1 P, Uvritavanjem u z = 22
dobivamo
[ .
9 a1 P27 %
2 2
Ako sada zamijenimo @, sa x%y, a B, sa R dobivamo

203 (y+1) =4z + 3> — 1.

Integralna povrs polazne jednadzbe za koju je z(x,1) = z? glasi

222 (y+1) —y? +1
o) = PO L
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Slika 3.5: Grafik funkcije z = z(x,y) i krive (¢,1,¢?) iz Primjera 3.2.6.

Primjer 3.2.7. Rijesiti Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti
0 0
xa—i—i—ya—; =z—xy, =2, z=y>+1.

Rjesenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi

dr _dy  dz
x oy  z—xy
Iz sistema imamo da je
dz  dy
r oy’

odakle dobivamo da je prvi integral dat sa
801 = g = Cl'
T

Na osnovu ovoga, imamo da je y = xC7. Uvrstavajudi to u

d_:z:_ dz

x  z—ay

dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu

dz z—z2C
gz _E27¥0 _F zCY,
dx x T
Cije je rjesenje dato sa
{E201 CQ
frng + _
3 T
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Zamjenom C] sa g, dobivamo da je
x
0o =3zx + 2%y = Cs
drugi prvi integral sistema. Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
P (g,?)za: + m2y) =0.
x

U o1 1 g uvrstimo x = 2, dobivamo sistem

7= 3
! 2
. . . Py — 8y . : _ 2
Iz ovog sistema imamo da je y = 2p, i z = 5 Uvrstavanjem u z = y* + 1
dobivamo 5. — 8%
P2 - $1 :4¢§+1_

Ako sada zamijenimo @, sa J a P, sa 3zx + a2y, dobivamo da je integralna povrs
x

polazne jednadzbe za koju je z(2,y) = y? + 1 data sa

2
322 4+ 2%y — 8% = uL 4.
X X

Slika 3.6: Grafik funkcije z = z(x,y) i krive (2,¢,¢? + 1) iz Primjera 3.2.7.
¢

3.2.3 Generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijed-
nosti

Ovdje ¢emo posmatrati generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti za
kvazilineranu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu.
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Definicija 3.2.2. Generalizirani Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti za jed-
nadzbu (3.19) sastoji se u nalaZenju funkcije u = u(x1,....,x,) koja zadovoljava
jednadzbu (3.19) i pocetne uvjete

vy = o1t sta1)
x2 = ¢at1,...,th_1)
: (3.36)
Tpn = ¢n(tla-'~atn—1)
U = Gnt1(ty, ..., tno1)

gdje suty, ... tn—1 parametri, a d1(ty, ... tn-1)y. -, Ony1(t1,. .., tn_1) date funkcije.

Cauchyjev problem (3.30) kojeg smo formulirali u prethodnoj sekciji moze se
izraziti kao generalizirani Cauchyjev problem stavljajuci

Iy = t17'~'7mn71 = tnflax’n = xSLO)7u = g(t17~"1t’n71)'

Sada ¢emo opisati postupak za nalazenje rjesenja generaliziranog Cauchyjevog
problema.

(i) U prvim integralima

Qol(xlvﬂwx’nau) = Ch

902(51317"'71'7”“) = 023

Qon(l'lw"?x’nau) = Cn7
sistema (3.23) zamijenimo x; za ¢;(t1,...,tn—1) zai=1,2,..., n, pa dobi-
vamo da su konstante C,...,C,, date sa

4,01(¢17~-~>¢nau) = Cla
@2(¢17"'7¢n7u) = 027

@n(qblv"wgbnau) = Cna

gdjeje ¢k:¢k(t1,...,tn71)7 k:17"°7n‘

(ii) Eliminacijom konstanti C1, ..., Cy, dobivamo sistem
e1(T1,. T u) = (@t ta1)s s Gnlte, - 1), u),
g02($1,...,$n,u) = 4,02(9251(151,...tn,l),...,Qﬁn(tl,...tn,l),u),

(@1, an,u) = Epl(d1(ty, - tnot)s- s Pultss - tn1), u),
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

kojim je zajedno sa jednadzbom

u = ¢n+1(t1, e atn—l)

dato rjesenje generaliziranog Cauchyjevog problema u parametarskom ob-
liku.

(iii) Za dobivanje rjeSenja u implicitnom obliku postupimo na sljedeéi nagin:
Formirajmo sistem

D1 =pi(di(tr, .. tao1), . s On(t1, .- tn1), 1)
Dy = @2(P1(tr, . tn1),.. ., On(tr, . tn1),u)

(3.37)
@n = (pn((bl(tl, e tn—l)a e 7¢n(t17 . .tn_l),u)
(iv) Iz sistema (3.37) izrazimo parametre t1,...,t,—1,u preko @, ..., tj
tl = ¢1(¢1»---a¢n)
ty = 1!}2(@17"'3@'(1)
tho1 = wnfl<¢1a--~7¢n)
u = djn(@ua@n)
(v) Uvrstimo li prethodno izra¢unate ¢; u jednadzbu u = ¢pi1(t1,. .-, tn-1),

dobivamo rjesenje u implicitnom obliku

D(P1,- -5 Pn) = Onl(P1,- - Pn)—
¢n+1(¢1(<ﬂ1, cee ‘Pn)a cee ﬂf’n—l(‘ﬂla cee ‘Pn—l)) =0, (3-38)

gdje je w1 = v1(z1, ...,z u) k=1,2,... n.

Na osnovu Teorema 3.2.1, vidimo da je sa (3.38) dato rjeSenje jednadzbe (3.19)
u implicitnom obliku. Osim toga, direktnim uvrstavanjem se uvjeravamo da je
(3.38) rjesenje Cauchyjevog problema (3.36).

Primjer 3.2.8. Rijesiti Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti

0z 0z 9 9
Tz— FYyz— =—xy, x=t, y=1t7, 2=1".
ox dy

Rjesenje. Sistem obic¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi

dr_dy _ d

Tz yz —xy
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Iz sistema imamo da je
dr _dy

rz  yz’
odakle dobivamo da je prvi integral dat sa

gplzgzcl_
xT

Odavde imamo da je y = xCy. Uvrstavajuéi y = xCy u

dz  dz
zz  —xy
dobivamo jednadzbu
der  dz
2z —Ciz’
Cije je rjesenje dato sa
2 2
x z
—C1—=—+0Cs.
15 5 +Ca

Zamjenom C sa g, dobivamo da je
x

po =2 +yr=Cy

drugi prvi integral sistema. Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
d (g,zz +yx) =0.
x

U 1 i @9 uvrstimo = =t i y = 2, pa dobivamo sistem

t2
1) = _— = t7
¥1 m
Py, = 22+t

Iz ovog sistema imamo da je t = ;. Posto je z = t2, onda je 22 = t*, pa iz druge
relacije sistema imamo @, = 7} + 75.

Ako sada zamijenimo @; sa Y a Py sa 22 + yx, dobivamo da je integralna
x

povrs polazne jednadzbe koja prolazi krivom x = ¢, y = t2, z =t data sa

2 (22 +yr) =y’ (x + ).
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Slika 3.7: Grafik funkcije z = z(w,y) i krive (¢,¢%,%) iz Primjera 3.2.8.

Primjer 3.2.9. Nadéi ono rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

0z z
92227 L9, 9% — 2,22
x26x+ yzﬁy—z ¥ —y

koje prolazi kruznicom
t+y+z=0, 22 +y>+22=d%

RjesSenje. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi

dx dy dz
2wz 2z 22— a2 —y2’
Iz sistema imamo da je
dr  dy
20z 2yz’

odakle dobivamo da je prvi integral dat sa
801 = g = Cl'
x

Na osnovu toga, imamo da je y = xC;. Uvrstavajuéi y = zC1 u

dr. dz

2wz 22— 2 —y2’
dobivamo diferencijalnu jednadzbu

dxr dz

2rz 22— 2 — 22C%
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Primijetimo da dobivenu jednadzbu mozemo napisati u obliku

dz 2 —2*(1+C})
dr 2z ’

Sto je homogena diferencijalna jednadzba nepoznate funkcije z po nezavisnoj

varijabli z. Uvodeéi novu nepoznatu funkciju w = zz, w = w(x), dobivamo

rjeSenje x(1 + C% + w?) = Cs.

Zamjenom C] sa 37 dobivamo da je
x

22+$2+y2 -
717 =

P2 = Cy

drugi prvi integral sistema. Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

q)(yw) _o.
s i

Napisemo jednadzbu kruznice u parametarskom obliku. Stavimo da je x = t.
Rjesavajuéi sistem
t+y+z = 0,
2yt = a2
—t++/2a% — 32
iz=

po y i z, dobivamo da je y =

t, pa

—t ++/2a? — 3t2
2
je parametarska jednadzba kruznice data sa

r =1,

—t++/2a?% — 32
Y= ,
2
—t +v2a? — 3t2

za 2a% — 3t2 > 0.

= t
z 5 ,
. . —t ++v2a?% — 3t2 . —t +v2a? — 3t2
U 1 1 o uvrstimo «z = ¢, y = 5 iz =— 5 —t,

dobivamo da je

_ —t £v/2a? — 3t2
2t ’

a2

802:7-

Eliminacijom parametra t iz prethodnog sistema, dobivamo

@

2
_a g 2a2—3(ﬁ)




3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

2 2,2
Ako sada zamjenimo @; sa Q, a Py sa u, dobivamo da je integralna

x
povrs koja prolazi zadatom kruznicom data sa

(x2+y2+z2)2—2a2 (x2+:5y—|—y2) 0

r+y+z=0

iz Primjera
24y’ =4 ]

Slika 3.8: Grafik funkcije z = z(z,y) i kruznice {
3.2.9.

¢

Primjer 3.2.10. Nadéi ono rjeSenje u = u(x,y, z) parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe

ou ou ou
a—l—aa—y—i—bma%—cmz, a#1,b#1, c# 1.

koje prolazi hiperpovrsinom

u=Ay" + Bz", x =y.

RjeSenje. Sistem obicnih diferencijalnih jednadzbi pridruzen datoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednadzbi glasi

dr dy dz  du
1 a abxr  cxz’
Jednostavno se vidi da su prvi integrali ovog sistema dati sa

1
p1 =y —ax =Ch, <p2:z——ab:r2:Cg, go;:,zu—izZ:Cg.
2 2ab
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Opce rjesnje je dato sa

1
P (y —ax,z — iabx27u — 221)22) =0.

Hiperpovs ¢emo napisati u parametarskom obliku

.’L':tl
y:tl, tGR.
z = ta,

u= At} + By,

Zamjenom pocetnih uvjeta u prvim integralima, dobivamo sistem

Y = (1 - a)tlv
1
P = t2— iabt%a
C
Dy = — —bi2.
¥3 u 2ab 2

Rjesavajuéi ga po t1, ts i u, dobivamo da je

P1
t =
1 1—04’
ab@% _
ty = —It
2 2(1—a)2 7
52 + 2(1 — a)%3,)?
Y = -2 o

8(1 — a)ab

Uvrstavanjem u jednadzbu v = At} + Bt5", dobivamo

c(ab@? +2(1 — a)’,)* | z \" i \"
- B(-—*1 .
8(1 — a)tab te=\12e) TP g T

1 c
Zamjenom @, sa y — ax, Py sa 2 — §abx2 i®ssau— ﬂz2, dobivamo rjesenje
a
Cauchyjevog problema

2 C (2(a —1)2 (z - %) +b(y — ax)2)2

u(,9,2) = 2 8(a —1)*ab
y—ax\" ab(y — ar)? B abx? "
+A(1—a) +B(2(a—1)2 5 T7) -
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3.2 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

Primjer 3.2.11. Nagdi rjesenje sistema parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

ou ov
Yoz Ty T W
ou ov

i odrediti ono rjesenje koje zadovoljava pocCetne uvjete

u(z,2r) = 922, wv(z,2x) = 622

RjeSenje. Sabiranjem jednadzbi sistema, dobivamo

ya(u—i—v) +$8(u—|—v) 192y,
ox dy

dok oduzimanjem dobivamo

O(u—v) O(u —v)
Y Or . dy

= —dzxy.

Opca rjesenja ove dvije kvazilinearne jednadzbe su data, redom, sa

ut+v = 6%+ 0% —y?),
u—v = —22%+U(2?+9?),

gdje su ® i ¥ proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije na R. Odavde
imamo

1 1

u(z,y) = 207+ 50 —y?) + U +y?),
1 1

v(z,y) = 422 + §<I>(x2 - y2) — i\If(x2 + yz).

Na osnovu pocetnih uvjeta je
2 2 1 oy, L 2
w(z,2z) = 92°=22"+ §<I>(—3x )+ 5\11(55(} ),
1 1
v(z,22) = 62 =4a®+ 5@(—3302) — 5\11(5:52),

pa je

Konacno, rjeSenje pocetnog problema je dato sa

u(z,y) =22 +2y%, v(z,y) =22 +y>
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i) (i)

Slika 3.9: (i) Grafik preslikavanja v = u(z,y) i krive (t, 2t, 9252)7 (ii) grafik pres-
likavanja v = v(z,y) i krive (¢,2t,6t?) iz Primjera 3.2.11.

¢

3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe
sa dvije nezavisne varijable

3.3.1 Sistem od dvije jednadZbe sa jednom nepoznatom
funkcijom

U ovoj sekciji posmatrat ¢emo nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe pr-
vog reda u slucaju kada nepoznata funkcija zavisi od dvije nezavisne varijable.
Nezavisne varijable oznaéit ¢emo sa x i y, a nepoznatu funkciju sa v = u(x, y).
Osim toga, koristit ¢emo i sljedete oznake

_ Ou(z,y) _ Ou(z,y)
T o 1T oy

Sada nelinearnu jednadzbu prvog reda mozemo napisati u sljede¢em obliku

F(x,y,u,p,q) =0,

gdje je F' poznata funkcija varijabli z,y,u,p i ¢. Neka je u = u(x,y) rjeSenje ove
jednadzbe. Tada u = u(z,y) geometrijski predstavlja neku povrs. Ova povrs se
naziva integralnom povrsi posmatrane jednadzbe.

Prije nego pokazemo kako se rjesava jednadzba F(x,y,u,p,q) = 0, prvo ¢emo
posmatrati sljedeci sistem od dvije parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda
sa jednom nepoznatom funkcijom

Fi(z,y,u,p,q) =0,
FQ(mvyauap7 Q) =0.
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Pretpostavit ¢emo da se iz ovog sistema mogu izracunati p i ¢ pomocu z,y i u,
tj. da se sistem moze napisati u sljedetem obliku

p= A(z,y,u),

q = B(z,y,u), (3.39)

a za funkcije A i B éemo pretpostaviti da su definirane u nekoj oblasti  C R3,
da su u §2 neprekidne i da u €2 postoje neprekidni izvodi

oA o4 0B 0B
Oy’ Ou’ 9z’ Ou’
Pod rjeSenjem sistema (3.39) podrazumijevamo funkeiju u(z,y) definiranu i ne-

prekidnu u nekoj oblasti iz R?, koja u toj oblasti ima prve izvode 8—;, a—z i koji
u toj oblasti zadovoljavaju sistem (3.39).

Sistem (3.39) je sistem sa dvije jednadzbe a jednom nepoznatom funkcijom.
Zato taj sistem, u opéem slucaju, nema rjesenje. Sada ¢emo ispitati pod kojim
uvjetima ée sistem (3.39) imati rjeSenje. U tom cilju pretpostavimo da sistem
(3.39) ima rjesenje u(x,y). UvrsStavanjem u (3.39) dobivamo

ou(x,
% = A(CL’, y7u($7y))7
ou(z, y) (3.40)
Ty’ = B(:ay,u(m,y))
Iz (3.40) i iz pretpostavki o funkcijama A i B slijedi da su izvodi 72 3y neprekidni.
Staviée, vidi se da % ima izvod po y, a % ima izvod po z. Diferenciranjem u
x
prvoj jednadzbi (3.40) po y, a u drugoj po x, dobivamo
Pu(z,y) _ 9A(z,y, u(z,y)) , 9A@ g u(z,y)) du(z, y)
0yox dy ou dy
*u(w,y) _ 0B(z,y,u(z,y)) 4 9B(z,y, u(z,y)) dulz,y)
Oxdy Ox ou ox
Koristeéi (3.40), imamo
0%u(z, 0A(z,y, u(x, 0A(z,y, u(z,
(2,y) _ 0A(,y u(x,y))  OA(,y, u( y))B(z,%u(Ly)),
0yox oy ou (3.41)
O®u(z,y) _ 9B(z,y,u(z,y))  O0B(z,y,u(z,y)) '
) — ) ) ) ) 7 7 A .

94 04 0B 0B
Oy’ Ou’ 0z’ Ou
u(z,y), onda iz (3.41) slijedi da su
Pu(z,y)  Pulz,y)
Oyox '’ Oxdy

Posto su izvodi neprekidne funkcije kao i funkcije A, B i
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3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzZbe sa dvije nezavisne
varijable

neprekidne funkcije. Kao $to je poznato, tada su i mjesoviti izvodi jednaki, tj.

Pu(w,y) _ Ou(x,y)
oxdy —  Oydxr

Ovo i (3.41) daje

OA(z,y,u(z,y)) n OA(z,y,u(z,y))
Jy ou
OB(x,y,u(z,y)) n 0B(z,y,u(z,y))
ox ou

Prema tome, ako sistem (3.39) ima rjeSenje u(x,y) onda vrijedi

0A(w,y,u) | 0A(w,y,u) _ 0Blay.w) | 0B(x,y.u)
dy ou N or ou

B(z,y,u(z,y)) =

Az, y,u(w,y)).

B(z,y,u) A(z,y,u), (3.42)
gdje je u = u(z,y), tj. (3.42) vrijedi u svakoj tacki integralne povrsi u = u(zx, y).
Dakle, da bi funkcija u = u(x, y) bila rjeSenje sistema (3.39) potrebno je da (3.42)
vrijedi u svakoj tacki povrsi u = u(x,y). MoZe se desiti da (3.42) definira u kao
funkciju od z iy, tj. da postoji ta¢no jedna funkcija u = u(x, y) koja zadovoljava
(3.42). Tada samo ta funkcija moze biti rjeSenje sistema (3.39). Da li je u(z,y)
zaista rjeSenje sistema (3.39) ustanovljava se uvrstavanjem u (3.39). Sli¢no, ako
ima (samo kona¢no) mnogo funkcija koje zadovoljavaju (3.42) i ako su to (na
primjer) funkcije uq(x,y), ua(x,y), - .., un(x,y), onda samo te funkcije mogu biti
rjeSenja sistema (3.39). Da li su ove funkcije zaista i rjeSenje ustanovljavamo
uvrstavanjem u (3.39).

Opisani slu¢ajevi nisu od interesa za posmatranje, jer se postavlja pitanje
pod kojim uvjetima svakom tackom oblasti, u kojoj su funkcije A = A(z,y,u) i
B = B(x,y,u) definirane, prolazi integralna povrs jednadzbe (3.39)? Oznaéimo
tu oblast sa Q C R3. Neka je ovo posljedenje zadovoljeno. Posto svakom tackom
pomenute oblasti definiranosti €2 prolazi integralna povrs i posto u svakoj tacki
integralne povrsi vrijedi (3.42), slijedi da (3.42) vrijedi u svakoj tacki oblasti €2,
tj. (3.42) vrijedi u oblasti Q identicki. Dakle, da bi svakom tackom u oblasti
Q prolazila integralna povrs sistema (3.39) potrebno je da (3.42) u Q vrijedi
identicki. Pokazimo da je ovo i dovoljno. Pretpostavimo da (3.42) u oblasti
vrijedi identicki i dokazimo da tada svakom tackom oblasti €2 prolazi tacno jedna
integralna povrs sistema (3.39). Uzmimo proizvoljnu tacku (zo,yo,uo) € Q.
Posmatrajmo najprije prvu jednadzbu

% = A(z,y,u) (3.43)
gdje y smatramo parametrom, a u nepoznatom funkcijom od z. Tada je (3.43)
obi¢na diferencijalna jednadzba (kod koje desna strana zavisi od parametra y).
Oznadimo sa u = ¢(x,y, () ono rjesenje jednadzbe (3.43) koje za © = xo prima
vrijednost (. Znaci

o(x0,9,¢) = . (3.44)
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Iz (3.44) slijedi da funkcija o(z,y, ¢) efektivno zavisi od (. Iz teorema o diferen-
ciranju po parametru i poCetnim vrijednostima slijedi da funkcija u = ¢(z,y, ()
ima izvode po y i ¢ i da vrijedi

d (W(ﬂc,y,é)) ~ OA(z,y, (2,9, ¢)) f’ﬂp(fmy,C)Jr
dx Oy N ou dy
OA(z,y, p(x;9,())
o (3.45)
d (350(%1/,()) _ OA(z,y, ¢(2,y,Q)) 9p(z,y,C)
dx oC N ou aC
ili krace
4 (20) 242 , 04
de \ 0y ) Oudy 0Oy’ (3.46)

4 (00) _oao
de \9o¢C)  Ou ¢’

0
1z (3.45), odnosno (3.46) se prvo vidi da postoje i da su neprekidni izvodi 509
yOx

2
i

0? 0? 0?
ac g; (ili $to je zbog neprekidnosti tih izvoda isto kao 8x§y i a$g<

0
druge jednadzbe u (3.45) se vidi da je 7 rjeSenje homogene linearne jednadzbe

a¢

). Drugo, iz

gdje je C konstanta, a ¥ neka funkcija od z. Ako bi bilo C' = 0 imali bismo da je
g—(g = 0, pa bi to znaéilo da ¢ ne zavisi od (, Sto je suprotno (3.44). Dakle, C # 0
i dakle 90/4 # 0. Do sada smo pocetnu vrijednost ¢ uzimali nezavisno od y. Sada
¢emo smatrati da je ¢ neprekidno diferencijabilna funkcija od y, tj. ¢ = ((y). Cilj
je odrediti ovu funkciju, tako da u = ¢(x,y, ((y)) zadovoljava i drugu jednadzbu
(3.39). Prvo primijetimo da uvrstavanjem ¢ = ((y) u (3.44) i diferencirajuéi po
y, dobivamo

@y (0,9, C(y)) + @ (0, y, () (y) = (). (3.47)
U nastavku ¢emo sa ¢, (v, y,((y)) oznacavati diferencranje po y za fiksno (, a

9p(x,y,¢(y))
Oy '
Funkcija ¢(z,y,((y)) zadovoljava i drugu jednadzbu (3.39) ako i samo ako je

do(x,y,C(y))
dy

izvod slozene funkcije p(z,y,((y)) po y oznaavat ¢emo sa

= B(z,y,¢(z,y,((y))),
tj. ako i samo ako vrijedi

ey (@,y,C(y) + (2,9, C(Y) ¢, (y) = B,y 0(x,y,{(y))), (3.48)
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ili krace
@y + el (y) = Bz, y,9).

Sto, zbog 50/(’ mozemo pisati u obliku

B(xvyagp) _90;/

(3.49)
e

G y) =

Lijeva strana u (3.49) zavisi samo od y. Prema tome, desna strana u (3.49) mora
zavisiti samo od y. Provjerimo da li je ovaj uvjet zadovoljen. Imamo

li
(B(m,u ®) — w@) (B + Byl — ) — (B —¢y,)9¢, (3.50)

o - (e)?
Kako je, prema (3.43), ¢, = u, = A, a prema (3.46) ¢y, = Ay, + Ay, o, =
A ¢, to jednakost (3.50) moZemo pisati u obliku

123 - (0)?
_ ©p (B, + B,A— A, — A, B)
(#p)?
Izraz u posljednjoj zagradi je identic¢ki jednak nuli. Otuda dobivamo

/
%

x

/
(B(m, ) — %) _ @u(BL+ BLA— AL, — Ay) — (B — ¢ ALy,

Vidimo da ni desna strana jednadzbe (3.49) ne zavisi od . Prema tome, jed-
nadzba (3.49) se ne mijenja ako u njoj uzmemo za z bilo koju fiksnu vrijednost.
Stavimo z = z. Tada (3.48) zbog ¢(zg,y,(y)) = ((y) i zbog (3.47) prima oblik

Znadi jednadzba iz koje treba odrediti ((y) je data sa (3.51). Posto je B(x,y,u)
neprekidna po x, y i u i neprekidno diferencijabilna po x i u, onda jednadzba
(3.51) pri proizvoljnim pocetnim uvjetima ima ta¢no jedno rjesenje. Neka je
¢(y) ono rjesenje jednadzbe (3.51) koje zadovoljava uvjet ((yo) = up. Sada ¢emo
posmatrati funkciju u(z,y) = ¢(x,y,{(y)) sa tako odabranom funkcijom ((y).
Ova funkcija je odredena tako da budu zadovoljene obje jednadzbe sistema (3.39).
Znadi, funkcija je rjeSenje tog sistema. Osim toga u(zo,yo) = ¥ (o, Yo, (o)) =
C(yo) = up. Znadi integralna povrs prolazi unaprijed datom tackom (zg,yo,uo)
oblasti €. Ostaje da se dokaze da druge takve integralne povrsi nema. U tom
cilju, pretpostvimo je uj(z, y) takoder rjeSenje sistema za koji vrijedi uy (zo, yo) =
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ug. Funkcija uq(z,y) zadovoljava sistem (3.39). Specijalno zadovoljava drugu
jednadzbu sistema (3.39)

Ouq(z,
la(yy) = B(m7yaul(m7y))'
Odavde za x = z¢ imamo
&Ll(a:zo’y) = B(mOa Y, u1 (SC07 y)) (352)

Funkcija wui(xg,y) je funkcija od y. Ova funkcija prema (3.52) zadovoljava jed-
nadzbu (3.51). Osim toga, za y = yo prima vrijednost ug. Jedino rjeSenje jed-
nadzbe (3.51) koje prima vrijednost ug za y = yo je, kao $to smo vidjeli, funkcija
C(y). Znadi,

uy(zo,y) = ((y)- (3.53)

Neka je sad y proizvoljno, ali fiksno. Tada je wi(x,y) funkcija od x. Ona zado-
voljava prvu jednadzbu u (3.39), tj. jednadZbu (3.43). Pored toga za x = xg
ona prima vrijednost u(zg,y). Medutim, jedino rjesenje jednadze (3.43) koje
prima za x = x¢ vrijednost u1 (zg,y) je ©(z,y, u1(zo,y)), odnosno, prema (3.53),
o(z,y,((y)). Znali, za svako y vrijedi identic¢ki po x

ui(z,y) = ¢(2,y,((y))- (3.54)

Ovo znadi da (3.54) vrijedi identicki po z i y. Kako je o(z;y,((y)) = u(z,y)
imamo

U(.’E,y) = ul(xa y)
Ovim je jedinstvenost dokazana. Na osnovu ovoga vidimo da vrijedi sljedeci
teorem:

Teorem 3.3.1. Neka su funkcije A(x,y,u) i B(x,y,u) definirane i neprekidne u
nekoj oblasti Q C R? i neka v toj oblasti postoje neprekidni parcijalni izvodi

0A 04 0B 0B

Oy’ Ou’ Oz’ Ou’
Da bi svakom tackom oblasti 2 prolazila jedna integralna pouvrs sistema (3.39),
potrebno je i dovoljno da u toj oblasti uvjet (3.42) bude identicki zadovoljen.

Definicija 3.3.1. Za sistem (3.39) kod kojeg je uvjet (3.42) identicki zadovoljen
u nekoj oblasti  C R3 kazemo da je saglasan ili potpuno rjesiv u §).

Neka je sistem (3.39) saglasan u  C R3. Jedino rjeSenje tog sistema, koje
za x = g 1 y = yo prima vrijednost up oznacavamo sa u = u(x,y; o, Yo, Uo)-
Ovdje je (zo, yo, uo) tacka iz Q. Fiksiramo x i yo 1 mijenjajmo wug tako da tacka
(20, Yo, up) ostaje u Q. Dobivamo, na ovaj naéin, jednu familiju integralnih povrsi
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sistema (3.39) koja zavisi od jednog parametra (tj. od ug), ili kako se ¢esto kaze
od jedne proizvoljne konstante. Ove integralne povrsi ispunjavaju neku podoblast
O oblasti Q. U Q; drugih integralnih povrsi sistema (3.39) nema. Zbog toga,
odgovarajuéu familiju rjeSenja sistema (3.39) nazivamo opéim rjesenjem sistema
(3.39) (u oblasti Q). Prema tome, opée rjeSenje saglasnog sistema (3.39) zavisi
od jedne proizvoljne konstante.

Primjer 3.3.1. Ispitati da li je sistem

ou x n
(T ”
Ox 22 4 g2 gy
ou y

= +x | u,

dy a2ty
saglasan i, ako jeste, rijesiti ga. Odrediti onu integralnu povrs koja prolazi kroz

tacku T°(0,1,1).

Rjesenje. Provjerimo da li je uvjet (3.42) identicki zadovoljen u nekoj oblasti:

0A n 8AB 1 2xy n x n y n

—+ — = - u —_— ———+zx|u

dy | Bu (22 + 42)? 212 Y\ 2 2 g

0B 0B 2zy T Y

— 4+ —A = (1-—"=== —_— — .

0w " u (1- ) v (o) (wh ve) o
Vidimo da je ovo identicki zadovoljeno u svakoj tacki (x,y,2) € R?® za koju

je 2 + y? # 0. Posmatrajmo sada prvu jednadZzbu sistema kao diferencijalnu
jednadzbu po z gdje ¢emo uzeti da je y parametar. Dobivamo da je

du T n d /du / T n d
- = — T = — = - T
U x2 + y? Y U 22 + o2 4 ’

odakle slijedi
u=C(y)e""\/z2 + y2.

Odredimo sada funkciju C(y). Diferenciranjem u po y i koriste¢i drugu jednadzbu
sistema dobivamo

e BT + Clae T+ Clper

Y x
pa je C'(y) = 0 odakle dobivamo da je C(y) = C = const. Dakle funkcija u

je u = Ce¥* \/m . Odredimo sada integralnu povrs koja prolazi kroz tacku
(0,1,1). Iz u(0,1) = 1 dobivamo da je u(0,1) = C' = 1. TraZena povrs je

u(z,y) = e’ a? +y2.
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Slika 3.10: Grafik funkcije u = u(z,y) i tacka T iz Primjera 3.3.1.

¢
Primjer 3.3.2. Ispitati da li je sistem

Ju

o =u+ yu,

B

2
— =u’+2zu
Ay ’

saglasan i, ako jeste, rijesiti ga.

Rjesenje. Provjerimo da li je uvjet (3.42) identicki zadovoljen u nekoj oblasti:

0A OA

Z4+Z8B = 1 249
3y + 5 u+ (1+y)(u® + 22u),
0B OB

%‘F%A = 2u+2(u+x)(u+yu).

Odavde vidimo da mora biti

u(l+u(l +y)) =0.

1
Jedine funkcije koje zadovoljavaju ovaj uvjet su u =01 u = T Direktnom
Yy
provjerom vidimo da je jedino rjesenje ovog sistema funkcija
u(z,y) = 0.
¢

3.3.2 Potpuni integral
Ovdje ¢emo posmatrati parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

F(I?y7uapa C]) = 07 (355)
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gdje je u = u(x, y) nepoznata funkcija nezavisnih varijabli z i y, a

_ Ou(z,y)  Ou(z,y)
T or 17 oy

Data funkcija F je definirana u nekoj oblasti Q@ C R5. Pretpostavit ¢emo da

je funkcija F' dva puta neprekidno diferencijabilna u Q. Ako bi u Q vrijedilo

r a
% =0i % = 0 to bi znacilo da F' ne bi zavisilo od p i ¢ pa (3.55) nije
P q

diferencijalna jednadzba. Zbog toga, bar u jednoj tacki iz 2 mora vrijediti

oF oF oF
— # 0 ili — # 0. Pretpostavimo da je — # 0, tada zbog neprekidnosti
Ip dq op

funkcije B i u nekoj okolini te tacke vrijedi — # 0. Smanjujuéi €, ako je
P

dp
. . .o OF . .
potrebno, moZzemo smatrati da u Q vrijedi 0 =% 0. Neka, osim toga, postoji
tacka (xo, Yo, w0, Po,qo) € 2 za koju je F (o, Yo, uo, Po, go) = 0. Zbog ovoga i zbog

— # 0, moZe se jednadzba (3.55) na jednoznacan naéin rijesiti po p (bar u

Ip
nekoj okolini tacke (xg, yo, %o, Po, qo)). Znadi, jednadzbu (3.55) mozemo pisati u
ekvivalentnom obliku

p=f(z,y,u,9). (3.56)
Funkcija f je definirana i dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
tacke (zo, Yo, vo, go)- Ovdje ¢emo jednadzbu posmatrati uglavnom u obliku (3.56).

Definicija 3.3.2. Za funkciju o(x,y;a,b) koja zavisi od x iy i dva parametra
a i b kaZemo da je potpuni integral od (3.56) ako za sve dopustive vrijednosti
parametara a i b funkcija o(x,y; a,b) (kao funkcija od x i y) je rjesenje jednadzbe
(3.56).

Dakle, potpuni integral jednadzbe (3.56) je dvoparametarska familija rjeSenja
jednadzbe (3.56). Za funkciju f pretpostavljamo da postoje izvodi koji se u
daljnjem razmatranju pojavljuju i da su neprekidni.

Sada ¢emo navesti drugu definiciju potpunog integrala.

Definicija 3.3.3. Za funkciju u = p(z,y, a,b) koja zavisi od x {y i dva parametra
a i b kazemo da je potpuni integral od (3.56) ako se eliminacijom parametara a i
b iz jednadzbi

u = @(x,y,a, b))
p= ¢, (z,y,a,b), (3.57)
q=¢y(x,y,a,b),

dobiva jednadzba (3.56).
Dokazat ¢emo da su ove dvije definicije ekvivalenetne. Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.3.2. Definicije 3.5.2 i 3.3.3 su ekvivalentne.
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Dokaz. Neka je funkcija u = ¢(z,y,a,b) potpuni integral jednadzbe (3.56) u
smislu prve definicije. Tada za svako a i b vrijedi identicki po z iy

o (z,y,a,b) = f(z,y,p(x,y,a,b), py(x,y,a,b)). (3.58)

Ovo znaci da (3.58) vrijedi identicki po x, y, a i b. Sada eliminiramo a i b iz jed-
nadzbi (3.57). Izrac¢unamo a i b iz prve i tree jednadzbe, ako je moguée, a zatim

0
ih uvrstimo u drugu jednadzbu. Prvo, primjetimo da ne moze biti e _ 0, jer bi

to znacilo da familija rjesenja ne zavisi od «a, tj. ona ne bi bila dvoparametarska
familija rjesenja jednadzbe (3.56). Znadi, bar u nekoj tacki, pa zbog neprekid-

nosti 6—s0, i u nekoj okolini te tacke, mora biti . # 0. Daljnja razmatranja
a a

" : o T
ogranicavamo na ovu okolinu. Ispitajmo da li moze biti ————== = 0. Pret-

d(a,b)

postavimo da ovo vrijedi. Tada bi iz ovog slijedilo da su funkcije ¢ i % zavisne

(kao funkcije od a i b za proizvoljno i fiksno z i y). Zbog g—j # 0 moze se funkcija

QD;! izraziti pomocu funkcije ¢. Dakle, postoji funkcija ®(z,y, ¢) takva da vrijedi
identicki po a i b (pri proizvoljnom z i y) ¢, (v,y,a,b) = ®(z,y,p(a,y,a,b)), tj.
da ovo vrijedi po z, y, a, i b. Kra¢e ovo mozemo zapisati ¢, = ®(z,y, ¢). Odavde
iiz (3.58), vidimo da funkcija ¢ zadovoljava sistem

o = f(@,y,90,0,),

, (3.59)
¢y, = @(z,y, ).

Sistem (3.59) nije rjeSen po ¢’ i go/y. Medutim, ovaj sistem se lako moze rijesiti
po ¢, i ¢y, Dovoljno je ¢}, iz druge jednadzbe (3.59) uvrstiti u desnu stranu prve
jednadzbe od tih jednadzbi. Vidimo da sistem (3.59) kao sistem od dvije jed-
nadzbe sa jednom nepoznatom ima dvoparametarsku familiju rjesenja. Medutim,
u prethodnoj sekciji smo vidjeli da takav sistem moze imati najvise jednopara-

A(p, ¥l
metarsku familiju rjeSenja. Znaci pretpostavka 8(9(0()2?/)) = 0 vodi u kontradik-
a7
. . . . . .. 0, 0)
ciju. Zbog toga u nekoj podoblasti ove oblasti mora da vrijedi W #£0. 1z
a’

toga slijedi da u toj podoblasti mozemo iz prve i te¢e jednadzbe (3.57) izra¢unati
a i b, pa na taj nac¢in dobivamo

a = 1/11(33»%%@,

3.60
bziﬁz(%%“#]}- ( )

Prva i tre¢a jednadzba u (3.57) su ekvivalentne sa (3.60), pa uvrStavanjem a i b
iz (3.60) u prvu i treéu jednadzbu (3.57), dobivamo

U = ‘P(L%d’l(%yau’ q)7¢2(x7yaua q))a

3.61
q:410;/(-/13;val(xvyaan)7w2(m7yau7q))' ( )
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Isto tako, uvrstavanjem w i ¢ iz (3.57) u (3.60), dobivamo

a=P1(z,y, o(,y,a,b), ¢, (x,y,a,b)),

, (3.62)
b= 1#2(% Y, Q0(1'7 Y, a, b)7 (Py(xa Y, a, b))

Uvrstimo a i b iz (3.60) u drugu jednadzbu (3.57). Desna strana te jednadzbe ée
poslije uvrstavanja poprimiti oblik

@;(x,yawl(%%uvﬂa1/}2(%?/7%(1))-

S druge strane (3.58) vrijedi identi¢ki po x, y, a, i b. Znadi vrijedi ako umjesto a
i b uvrstimo funkcije ¢ i 19 iz (3.60). Tada dobivamo da vrijedi

@;lv(x’y7 ¢1($7 ZU,U7Q); ¢2(l’a Y, u, Q)) =
f(x7ya 90(337yy¢1($7ya Uﬂ)aﬂ&(%%%‘}))? @y($7y7¢1($7y7U>Q)a 1/)2(% y,%(Z)))

Na osnovu (3.61) dobivamo da je

@;(x7y7¢1(x7yaua Q)vsz(l‘vyauv C])) = f(x’yvuvq)' (363)

Vidimo da se poslije opisanog uvrstavanja desna strana jednadzbe (3.57) svodi
na f(x,y,u,q). Znaéi da druga jednadzba postaje p = f(z,y,u,q). Na ovaj nacin
smo se uvjerili da eliminacijom parametara a i b iz (3.57) dobivamo jednadzbu
(3.56). Ovo znadi da je u = ¢(x,y,a,b) potpuni integral jednadzbe (3.56) u
smislu druge definicije.

Neka je sada u = ¢(z,y, a,b) potpuni integral u smislu druge definicije. Znaci
da izra¢unavanjem a i b iz prve i tre¢e jednadzbe (3.57) i uvrstavanjem u drugu
jednadzbu dobivamo (3.56). Ovo zna¢i da (3.63) vrijedi identicki po x, y, a 1 b.
Prema tome to ¢e da vrijedi ako stavimo u = ¢(z,y,a,b) i ¢ = ¢ (v,y,a,b). Na
taj nacin dobivamo

%0;;(33’3/’ 1/}1(% Y, 80(33/!/, a, b)7 SD;((E7y7 a, b))7¢2(x7y7 ‘P(CE,yﬂly b)7 %0;(3373/; a, b)))
= f(xaya Sa(xvya a, b)a (p;(ft, Y, a, b))

Na osnovu (3.62), lijeva strana ove jednadzbe je jednaka ¢/ (z,y,a,b). Znadi,
identicki po z, y, a i b vrijedi

@ (x,y,a,0) = f(x,y,0(x,y,a,b), ¢, (2,y,a,b)),
Sto pokazuje da je p(z,y, a, b) dvoparametarska familija rjeSenja jednadzbe (3.56).
Ovim je dokazana ekvivalentnost navedenih definicija. ([
3.3.3 Opce i singularno rjesenje

Sada pretpostavimo da znamo potpuni integral u = ¢(z, y; a, b) jednadzbe (3.56).
Tada znamo jednu familjiu rjesenja te jednadzbe koja zavisi od dva parametra a
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i b. Medutim, nije opravdano ocekivati da ¢e ta familija sadrzavati sva rjesenja
jednadzbe (3.56). Naime, veé u jednostavnijem slucaju linearnih i kvazilinearnih
jednadzbi smo vidjeli da opcée rjesenje zavisi od jedne proizvoljne funkcije, a ne
samo od dva parametra. Znaci, dajuéi konstantama a i b sve mogudée vrijednosti,
u opéem slu¢aju, ne dobivamo sva rjesenja jednadzbe (3.56). Pokazat ¢emo,
koriste¢i se potpunim integralom, kako na drugi nac¢in mozemo dobiti sva ova
rjeSenja. Upotrijebit ¢emo Langrangeovu metodu varijacije konstanti. U pot-
punom integralu u = p(z,y, a,b) su a i b proizvoljne konstante. U Lagrangeovoj
metodi pretpostavljamo da su sada a i b neke neprekidno diferencijabilne funkcije
od z iy, tj. a=a(x,y) ib="0b(z,y). Tada dobivamo sloZenu funkciju

u=p(z,y,a(z,y),b(z,y)). (3.64)

Ako funkcije a = a(x,y) i b = b(x,y) uzmemo proizvoljno, tada slozena funkcija

nece zadovoljavati jednadzbu (3.56). Pokazimo da funkcije a(x,y) i b(z, y) mozemo

odrediti tako da slozena funkcija (3.64) bude rjeSenje jednadzbe (3.56). Izvode
dp . Op

slozene funkcije (3.64) po z i y oznacavamo sa I i g a izvode funkcije
x Y

o(z,y;a,b) po z iy pri fiksnom a i b oznadavamo sa ¢!, i cp;. Imamo

dp(x,y,a(r,y),b(z,y))
ox

= Qolz(xvy’ a(gc, y)7 b(xvy))

n 9¢(z,y,a(z,y),b(z,y)) da n Ip(z,y,a(z,y),b(z,y)) 9b
Oa Ox ob ox’

op(z,y,a(z,y),b(z,y))
Jy

= @;(xvya CL([E, y)7 b(x,y))

L ey, a,y), b(z,y)) Ga | Dp(w,y, alz,y), b(z,y)) 9b
Oa Oy b oy’

ili krace
0o, 0cn  Dp0b
or Oa 0rx  0b Ox
44 ;, Opda Oy Ob

oy v ooy Tavay

(3.65)

Funkcija u = ¢(x,y,a,b) je potpuni integral jednadzbe (3.56), pa de (3.58)
identicki da vrijedi po z, y, a i b. Ovo ¢e vrijediti i ako stavimo a = a(x,y) i
b = b(z,y). Otuda imamo sljededi identitet

vo(z,y,a(z,),b(z, ) = f(z,y,0(z,y,a(z, ), b(z,y)), oy (z,y, a(z,y), b(z

Treba napomenuti da relacija (3.66) jos ne znac¢i da je sloZena funkcija u =
o(x,y,a(z,y),b(z,y)) rjesenje jednadzbe (3.56). Naime, ¢ i ¢y koji figurisu u
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(3.66) nisu izvodi po x i y sloZene funkcije p(z,y, a(z,y), b(z,y)). Ali, ako funkcije
a(z,y) i b(z,y) odaberemo tako da bude

dpda Db
da 0x  0box
0900 , 090 _ (3.67)
dady 0ObOy
. Op Op . : .
na osnovu (3.65) imamo —— =p i — = ¢, pa ¢e (3.66) izgledati
ox Qy

do _ ¢ _
% —f(x»ya% 61)) ’ go—cp(x,y,a(x,y),b(x,y)),

a ovo ¢e znaditi da je u = p(z,y, a(x, y), b(z,y)) rjeSenje jednadzbe (3.56). MoZemo
oCekivati da ¢emo na ovaj nacin dobiti nova rjeSenja jednadzbe (3.56). Zbog

ovoga, prirodno je ispitati na koje sve nacine moze zadovoljiti sistem (3.67). Sis-

tem (3.67) ¢e biti zadovoljen u sljedeca tri slucaja:

da  Oa  Ob  Ob
dr Oy Oxr 0Oy
i to povlaci da su a i b konstante, pa sa takvim a i b dobivamo potpuni
integral.

1° Ako je = 0, onda ¢e biti zadovoljen sistem (3.67)

2° Jasno je da je sistem (3.67) zadovoljen ako su funkcije a(x,y) i b(z,y) takve
da je
dp(r,y,a,b) _ dp(x,y,a,b)

o = o =0. (3.68)

Ako postoje funkcije a(z,y) i b(z, y) kao funkcije od z i y koje zadovoljavaju
(3.68), onda uvrstavajuci te funkcije u u = ¢(x,y;a,b) dobivamo rjesenje
od (3.56). To rjeSenje ne zavisi od proizvoljnih konstanti niti od proizvoljne
funkcije i naziva se singularnim rjesenjem , odnosno singularnim inte-
gralom jednadzbe (3.56). Ako funkcije a(z,y) i b(z,y) izraunate iz (3.68)
nisu konstantne, onda je singularno rjeseni integral novo rjesenje jednadzbe
(3.56). Ovo rjesenje predstavlja obvojnicu familije povrsi u = p(z,y, a, b).

3° Ako hoc¢emo da sistem (3.67) bude zadovoljen na drugi naéin, tj. na nacin
koji je razli¢it i od nacina 1° i od nacina 2°, onda bar jedna od funkcija

Oa Oa 0Ob . Ob

0
9’ 0y’ or i y mora biti razli¢ita od nule. Neka je a—z # 0. Isto tako
¢

mora biti Z—SO # 0 ili == # 0. Ako funkcije a(z,y) i b(x,y) zadovoljavaju
x

dy
sistem (3.67), onda homogeni sistem algebarskih jednadzbi
da b
U—+V_—=0,
ox + ox
da b
U—+V_—=0,
dy + Jy

115



3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa dvije nezavisne
varijable

0 d(a,b
ima netrivijalno rjesenje U = 8—5 iV = 8—? Zbog toga je 3((2’3/)) =0.1z
da

ovoga slijedi da su funkcije a = a(z,y) i b = b(z,y) zavisne. Zbog e #0
x

moZemo smatrati da je b funkcija od a, tj. b = w(a). Znadi da postoji

takva funkcija w(a) da identi¢ki po z i y vrijedi b(x,y) = w(a(x,d)). Kako
Oa . Ob 0

je i (a)a—z i 3 w’(a)a—z, sistem (3.67) svodi se na

Opda Oy , 8@_
Oa Oz 8bw()8x 0
Opda  Op 8@_
daay " ane Wy =0

Poslije dijeljenja sa

# 0, u prvoj jednadzbi imamo

ox
0 0
50 T /(@ =0
da  0Ob
(3.69)
Oy L9 o ' (a) 9a _,
da b\ oy T
Na osnovu (3.69) vidimo da se sistem svodi na
Op 0o o\ _
% + 5% w'(a) =0, b=w(a). (3.70)

Sistem (3.67) moze biti zadovoljen na beskona¢no mnogo nacina. Uzmemo
po volji neprekidno diferencijabilnu funkciju w(a). Iz (3.70) izra¢unamo
funkciju ¢ = a(z,y). Zatim uzmimo da je b(x,y) = w(a(x,y)). Ovako
dobivene funkcije a(x,y) i b(z,y) uvrstimo u u = ¢(z,y, a,b). Dobit ¢emo
rjesenje jednadzbe (3.56)

u=(z,y,a(z,y),b(z,y)).

Na ovaj na¢in mozemo dobiti familiju rjesenja koja zavisi od proizvoljne
funkcije w(a). Ta familija rjeSenja se naziva opéim integralom jednadzbe
(3.56). Ovaj opéi integral se zapisuje u obliku

u = <,0(=’Ea Y, a, (JJ(CL)),

p(x,y,a,w(a)) | Op(z,y,a,w(a)) , .
da b W'(a)=0.

Da li su na ovaj na¢in nadena sva rjeSenja jednadzbe (3.56)7 Sljedeéi teorem
dokazuje da je odgovor na ovo pitanje potvrdan.

Teorem 3.3.3. Bilo koje rjesenje jednadzbe (3.56) moZe se dobiti iz potpunog ili
opéeg ili singularnog integrala.
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Dokaz. Odredimo funkcije a = a(x,y) i b = b(x, y) tako da je zadovoljen sistem

u(z,y) = p(z,y,a,b),
ug(r,y) = ¢, (2, y,a,b), (3.71)
uy(.’E, y) = QD;(.T, Y, a, b)

Ovo je sistem od tri jednadzbe sa dvije nepoznate. Ovakvi sistemi obi¢no nemaju
rjesenja. Ipak, (3.71) je specijalan sistem od tri jednadZzbe sa dvije nepoznate.
Naime, ¢(z,y,a,b) je potpuni integral, a ne bilo kakva funkcija. Pokazat ¢emo
da se iz (3.71) mogu odrediti funkcije a = a(z,y) i b = b(x, y), tj. da se on moze
rijesiti. Prvo, kad smo dokazivali ekvivalentnost dvije definicije potpunog inte-
grala, dokazali smo da se iz prve i tre¢e jednadzbe sistema (3.71) mogu izra¢unati
aib preko z,y, u iu, (tamo je umjesto u, pisalo ¢). Kako su u i u, funkcije od
iy, tosuaibukrajnjem sluc¢aju funkcije od x i y. Pored toga, tamo je pokazano
da ¢e desna strana druge jednadzbe sistema (3.71) postati f(z, y, u(z,y), uy(z,y))
ako ovako izra¢unate funkcije a(z,y) i b(z,y) uvrstimo u desnu stranu. Znadi,
ako a(z,y) i b(x,y) izra¢unamo iz prve i treée jednadzbe i uvrstimo u drugu
jednadzbu, dobivamo

(. y,a(x,y), bz, y)) = f(2,y,u(z,y), uy (2, 9)).
Kako je u rjesenje jednadzbe (3.56), to je uz(z,y) = f(z,y,u(z,y), uy(z,y)).
Odavde i iz prethodne jednadzbe, dobivamo u,(z,y) = ¢, (z,y,a(z,y), b(z,y)).
Iz u(x,y) = o(x,y,a(x,y),b(z,y)) diferenciranjem po = dobivamo

9p(z,y,a,b) 0a  dp(z,y,a,b) 9b
da oz b o’
Kako je u,(z,y) = ¢, (x,y,a(x,y), b(z,y)), dobivamo da je zadovoljena jednadzba

Op(x,y,a,b) Oa  Op(z,y,a,b) O _
Oa ox ob oxr

Sli¢no, diferenciranjem po y, dobivamo

dp(z,y,a,b) da  Op(x,y,a,b) Ob
Oa y ab oy

Dakle, funkcije a = a(x,y) i b = b(z,y) odredene iz sistema (3.71) zadovoljavaju
sistem (3.67). Osim toga, poSto je zadovoljena prva jednadzba sistema vrijedi

u(l'vy) = @(x,y,a(x,y),b(x,y)). (372)

U analizi (3.67), vidjeli smo da ako a = a(z,y) i b = b(z, y) zadovoljavaju sistem
(3.67) i ako ih uvrstimo u potpuni integral, tada dobivamo potpuni ili opéi ili
singularni integral. Prema (3.72) taj slu¢aj imamo kod rjesenja u(z,y). O

Na osnovu ovog teorema, vidimo da znamo rijesiti jednadzbu (3.56) ako znamo
naé¢i jedan potpuni integral. Zato je od interesa znati kako odrediti potpuni
integral. Metodama odredivanja potpunog integrala bavit émo se u narednim
sekcijama.

ug(x,y) = v, (x,y,a,b) +

0.
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3.3.4 Posebni slucajevi nelinearnih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi prvog reda

Prije nego s$to uvedemo opcéu Lagrange-Charpitovu metodu za rjesavanje ne-
linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, izdvojit ¢emo neko-
liko posebnih oblika jednadzbi kod kojih se potpuni integral moze konstruisati
neposredno. Kod takvih jednadzbi njihova posebna struktura omoguéava reduk-
ciju problema ili direktno odredivanje rjesenja bez primjene opée metode karak-
teristika. U nastavku navodimo neke od najvaznijih slucajeva.

1. Ako parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik
F(p,q) =0 ili q=h(p),

tj. ako ne zavisi od varijabli x, y, u, nego samo od prvih parcijalnih izvoda
nepoznate funkcije, tada mozemo staviti

p=a,
gdje je a proizvoljna konstanta. Iz jednadzbe tada slijedi
q = h(a).
Koriste¢i Mongeove oznake vrijedi
du =pdzx+ qdy,

pa dobivamo
du = adx + h(a) dy.

Integracijom slijedi
u(z,y) = ax + h(a)y + 0,

gdje je b proizvoljna konstanta. Ovo predstavlja potpuni integral date jed-
nadzbe.

Primjer 3.3.3. Odrediti potpuni integral jednadzbe
p=q.
RjeSenje. Jednadzba ima oblik
p = N(q),
pa zavisi samo od parcijalnih izvoda p i ¢. Zato mozemo staviti
q=a,

gdje je a proizvoljna konstanta. Iz jednadzbe tada slijedi
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Prema Mongeovim oznakama vrijedi
du = pdx + qdy,

pa dobivamo
du = da*dz + ady.

Integracijom slijedi
u(z,y) = a’zr +ay+b,

gdje je b proizvoljna konstanta.
Dakle, potpuni integral date parcijalne diferencijalne jednadzbe je

u(z,y) = a’x +ay +b.

U ovom rjesenju a i b su proizvoljne konstante. ¢
2. Ako parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik

fi(z,p) = faly, 9),

tada stavljamo
filz,p) = f2(y,0) = a,

gdje je a proizvoljna konstanta. Ako je moguce rijesiti posljednje dvije
jednadzbe po p i q, redom, dobivamo

p=hi(z,a),  q=ha(y,a)
Tada totalni diferencijal funkcije u
du=pdr+qdy

postaje
du = hi(x,a) dz + ha(y,a) dy.

Integracijom slijedi
u(z,y) = /hl(x,a) dr + /hg(y,a) dy + b,
gdje je b proizvoljna konstanta.
Primjer 3.3.4. Odrediti potpuni integral jednadzbe
%ﬁ=y2+q
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RjeSenje. Zadata jednadzba je oblika

filz,p) = f2(y,9),
gdje je
fi(z,p) = gp?’, f2ly, ) = v* +q.
Stavimo

X
PP =y ta=aq,

gdje je a proizvoljna konstanta. Tada dobijamo

Prema tome je

2
du=pdr+ qdy = \3/—adx—|—(a—y2)dy.
x

Integracijom dobivamo

u(x,y)—/i/?der/(ayQ)derb,

3v/2a 3
u(z,y) = —5 avsl‘2+ay—%+b,

odakle slijedi

gdje je b proizvoljna konstanta.
Dakle, potpuni integral zadane parcijalne diferencijalne jednadzbe je

3

3v/2a -
u(z,y) = 5 avsa:2+ay—%+b.

3. Ako parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik
F(u,p,q) =0,
onda trazimo rjeSenje u obliku
u = u(v), gdje je v=azr+y,
pri ¢emu je a proizvoljna konstanta. Tada vrijedi

du B du

= Uy = aQ—, = Uy = —].
b * dv ¢ Y do
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Prema tome, data jednadzba prelazi u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

_a
Cdv’

F(u,au’,u") =0, o’

Rjesavanjem ove jednadzbe dobivamo
u = ®(v,a,b),

gdje je b proizvoljna konstanta.

Prema tome, potpuni integral ima oblik
u(z,y) = ®(ax + y,a,b).

Primjer 3.3.5. Odrediti potpuni integral jednadzbe

u+p?q=0.
Rjesenje. Zadata jednadzba je oblika

F(u,p,q) =0.
Trazimo rjesenje u obliku

u = u(v), gdje je v=ax+y,

pri ¢emu je a proizvoljna konstanta.

Tada je
du , du ,
P=Us =0 = au, q=uy = =u,
gdje je
,  du
w=_
Uvrstavanjem u jednadzbu
u+p*g=0
dobivamo
u+ (au')*u’ =0,
odnosno

Odavde slijedi

pa je
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Dakle, treba rijesiti obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

du ul/3

dv ~ a2/3°

Jednadzba je s razdvojenim varijablama, pa imamo

1
-1/3 g, — __~
u du = TR dv.

Integracijom dobivamo

1

/'LL 1/3du:/_27/3dv,
a
odnosno 5
2/3 v

gdje je b proizvoljna konstanta.
Odavde slijedi
- 2 v
2/3 _ 2 (p_
u“® = 3 (b a2/3> ,

pa je

Kako je v = ax + y, dobijamo

2 ar +y 3/2
e =[50

Dakle, potpuni integral zadane parcijalne diferencijalne jednadzbe je

P az +y\ 1
e =[5 (- 5)]

U ovom rjesenju a i b su proizvoljne konstante.

4. Ako parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik
u=zp+yq+e(p,q),
tada je potpuni integral date jednadzbe
u(z,y) = ax + by + ¢(a,b),

gdje su a i b proizvoljne konstante.

Zaista, neka je
u(z,y) = ax + by + p(a,b).

122



3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzZbe sa dvije nezavisne
varijable

Tada je
P =u; = a, q=1uy =b.

Uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo
zp+yq+ ¢(p,q) = va+yb+ ¢(a,b) = u(z,y),

Sto pokazuje da funkcija u(z,y) = ax + by + p(a,b) zadovoljava zadanu
jednadzbu. Prema tome, ona predstavlja potpuni integral date parcijalne
diferencijalne jednadzbe.

Primjer 3.3.6. Odrediti potpuni integral jednadzbe
u = rp+yq+pq.
Rjesenje. Zadata jednadzba je oblika

u=1xp+yq+ (P, q),

gdje je
©(p,q) = pq.

Prema odgovarajucoj formuli, potpuni integral date jednadzbe glasi
u(z,y) = ax + by + ¢(a,b) = ax + bx + ab,

gdje su a i b proizvoljne konstante.
Zaista, ako uzmemo
u(z,y) = ax + by + ab,

tada je
pP=uU; =a, q=1uy =b.

Uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo
xp+yq +pg = xa+yb+ ab = u(z,y).

Dakle, potpuni integral zadane parcijalne diferencijalne jednadzbe je

‘u(a@y) :aac—&—by—i—ab.‘

U ovom rjesenju a i b su proizvoljne konstante. ¢

Primjedba 3.3.1. Parcijalna diferencijalna jednadzba oblika
u=2xp+yq+e(p,q)

naziva se Clairautova parcijalna diferencijalna jednadzba. Njen potpuni integral

* u=ax + by + ¢(a,b),
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gdje su a i b proizvoljne konstante.
Osim toga, ova jednadzba mozZe imati i singularno rjesenje. Ono se dobiva
kao obvojnica dvoparametarske familije ravni

u=ax + by + ¢(a,b).

Obvojnica se odreduje iz sistema

ou ou
200 =%
odnosno

T+ pq(a,b) =0, y+ pp(a,b) =0.

Eliminacijom parametara a i b iz ovih relacija dobiva se singularno rjesenje.

3.3.5 Metoda Lagrange-Charpita za nalaZenje potpunog in-
tegrala

U ovoj sekciji bavit ¢emo se Lagrange-Charpiteovim metodom za odredivanje
potpunog integrala. U tom cilju posmatrajmo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

F(I?y7uapa Q) =0. (373)

Sada ¢emo opisati metodu za nalazenje potpunog integrala ove jednadzbe, a onda,
kao sto smo i rekli, mozemo naéi i ostala rjesenja. Postupak se sastoji u tome
da se odredi funkcija ®(z,y,u,p, q) koja je dva puta neprekidno diferencijabilna
i da je sistem

F(z,y,u,p,q) =0,

(3.74)
®(x,y,u,p,q) = a,

saglasan za svaku vrijednost parametra a. Sada ¢emo vidjeti kako naéi funkciju
d(x,y,u,p,q) tako da sistem (3.74) bude saglasan. U tom cilju pretpostavimo da
smo nasli funkciju @ i da je sistem (3.74) saglasan za sve vrijednosti parametra
a. Prvo, ovo znadi da sistem (3.74) moZemo rijesiti po p i ¢, tj. iz (3.74) mozemo
izracunati p i ¢ kao funkcije od x,y i u, tj.

p :p(x,y,u), (375)
q= q(xvyvu)'

(Kao $to se vidi, zavisnost od parametra a ovdje nije istaknuta.) Kada smo pos-
matrali sisteme sa jednom nepoznatom, pokazali smo da je sistem (3.75) saglasan
ako i samo ako identicki po z,y i u vrijedi

8p+ Opdu  0q  Oqou

oy  Oudy Oxr Oudx’
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odnosno

Da bismo sistem (3.74) mogli rijesiti po p i ¢ prirodno je pretpostaviti da je
O(F,®)
9(p.q)
tacku (2o, Yo, Po, 9o, @o), onda ¢emo, kao Sto se zna, iz (3.74) zaista moéi izraunati
p1igq. Pretpostavimo zato da su ova dva uvjeta zadovoljena. Sada treba nadi izraze:
Op Op O0q 0O

—p, —p, —q, 9. Ove izraze nalazimo iz relacija sistema (3.74) diferencirajuéi ih
Oy’ Ou’ 0x’ Ou

po z,y i u. Na primjer, ako diferenciramo po z, imamo

# 0 u oblasti posmatranja. Ako je taj sistem zadovoljen za jos jednu

dp @

F +F =+ F = 0
=T e Tlag, ’
dp dq
O+~ 4+ — = 0.

=t Pox + 19z
1z ovog sistema dobivamo
F, —F,
dg  |®p —
o p |
/ /
e, @

Diferenciranjem u (3.74) po y dobivamo sistem

dp dq

F/+F—=—+F— = 0,
y T 1 dy + By dy
Ip 9q
O+ =+ = = 0.
y T P dy @y dy
1z ovog sistema dobivamo
Fy —F,
! !
op _ [P %
v .
v |F F
!/ !
o

Na kraju diferenciranjem u (3.74) po u, dobivamo

dp dq
F+F 24+ F 2 = 0,
ut p8u+ 99u

dp dq
O+ 4P L = 0.
Wt oo+ 13y 0
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Iz ovog sistema dobivamo

F, —F, F, —F,
@_ <I>; i @_ fIJ;D -/,
L SO 1 L S
/ / ! /
2, 2 2, 2
Ako sada @, @, %4 i % uvrstimo u (3.76) dobivamo, poslije sredivanja, jed-
dy’ du’ dx Ou
nadzbu
0P 0P 0P 0P 0P
P— — + (P — — (X — — (Y — = .
gdje je
oF _or _oF _oF _oF
Ox y ou dp Jq

Znadi, ako funkcije ® i F' ¢ine saglasan sistem (3.74), onda one zadovoljavaju
jednadzbu (3.77). Kao $to smo ranije pretpostavili, neka je

a(F, ®)
a(p,q)

Razmisljajué¢i u obrnutom smjeru, moze se pokazati da funkcija ® koja zado-
voljava jednadzbu (3.77) i uvjet (3.78) zajedno sa (3.73) ¢ini saglasan sistem
(3.74). Prema tome, da bi sistem (3.74) bio saglasan potrebno je i dovoljno da
® zadovoljava jednadzbu (3.77) i uvjet (3.78). Jednadzba (3.77) je homogena
linearna parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda. Od ranije znamo da e
® biti rjesenje jednadzbe (3.77) ako i samo ako je ®(z,y,u, p,q) = a prvi integral
sistema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

£0. (3.78)

de _dy  dw _ dp _ dq (3.79)
P Q Pp+Qq —(X+pU) —(Y+qU)

Jedan od prvih integrala sistema (3.79) je F(z,y,u,p,q) = 0. Ako nademo jo$
jedan prvi integral ®(z,y,u, p,q) = a on ¢e nam posluziti kao trazena funkcija ®
u navedenom smislu.

U sljedeé¢im primjerima ¢emo pokazati kako se odreduju potpuni, opéi i sin-
gularni integral.

Primjer 3.3.7. Odrediti potpuni, opéi i singularni integral jednadzbe
P’ =ap+aq.
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Rjesenje. Stavimo da je F(z,y,u,p,q) = xp + q¢ — p?. Tada se sistem (3.79)
svodi na

de.  dy du _—dp —dq
z—2p 1 q4+zp—-22 p 0
d d
Iz Ty = 2 imamo da je p = ae™Y. Kako je F(x,y,u,p,q) = ap+q—p*> =0
—-Pp
dobivamo q = —azxe™¥ + a?e~2¥. Da bismo nagli potpuni integral rijesimo sistem
0
p= 20 =ae,
i
q=— = —are Y +a’e" .
dy

Iz prve jednadébe sistema, smatrajuéi da je y parametar, imamo da je u(x,y) =
are ¥ + C(y). Odredimo sada funkciju C(y). Diferenciranjem prethodne jed-
nadzbe po y dobivamo da je u, = —aze ¥ + C’(y). Koristeéi drugu jednadzbu
sistema imamo da je

ou 9

—are ¥+ C'(y) = — = —axe ¥ +a*e” % = C'(y) = a’e” .

dy

Rjesenje ove jednadzbe je dato sa
1
C(y) = —§a2672y +b.

2e~2Y 1+ b potpuni integral polazne

) 1
Na osnovu ovoga imamo da je u = axe™ — §a
jednadzbe.

2

1
Stavimo sada da je ¢(x,y,u,a,b) = are™¥ — 3@ e~ 4+ b — u. Singularna

rjesenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz sistema
z,y,u,a,b) =0, 1
%Ep 4 ) axe Y — 5a2€72y +b—u=0,
gia =0 =\ ze V¥ —ae”W =0,
'

k. 1=0.
0b 0

Posto posljednja jednadzba nije moguca, to ne postoji singularno rjesenje. Opcée
rjesenje je dato sa

1
are V¥ — iaQe_Qy +w(a) —u=0,

ze Y —ae” % +w'(a) = 0.

U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢

Primjer 3.3.8. Odrediti potpun, op¢i i singularni integral jednadzbe
(pr + qy)? — u(pz + qy) +p* + ¢* = 0.
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RjeSenje. Stavimo da je

F(z,y,u,p,q) = (pz + qy)* — u(pz + qy) + p* + ¢*.

Tada se sistem (3.79) svodi na

dx B dy
2a(pr +qy) —ux +2p  2y(pr +qy) —uy + 2q
B du
p(22(pz + qy) — uz + 2p) + q(2y(pr + qy) — uy + 2q)
—dp —dg

 2p(pr+qy) —up —p(pr +qy)  2q(pz + qy) — ug — q(pz + qy)’
1z posljednje jednadzbe imamo
—dp _ —dq
p(pr +qy) —up  qlpz+ qy) —uq’

odakle dobivamo da je %

= %’1 = p = aq. Kako je
F(z,y,u,p,q) = (pr + qy)* —ulpr + qy) +p* + ¢* = 0,

dobivamo
(agz + qy)? — u(agz + qy) + a’¢> + ¢* = 0.
Rjesavajuéi ovu jednadzbu po ¢, dobivamo

B u(az +y)
a2+ 1) 4 2axy+y2 + 1

Da bismo nasli potpuni integral potrebno je da rijesimo sistem

_ Ou _ au(ax + y)
P= %z~ (ax +y)?+a?+1’
_Ou u(azx + y)

1= 8y " (arty?+ai+1

Iz prve jednadzbe sistema, smatrajuci da je y parametar, imamo da je

du  alax +y)dx
v (ax+y)2+a2+1°

Poslije integracije dobivamo
1
In|u| = iln |(ao: +9)% +a®+ 1| +1n|C(y)].

Odavde je
v’ = [(az +y)* +a® + 1] C(y).
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Odredimo sada funkciju C(y). Diferenciranjem prethodne jednadzbe po y dobi-
vamo da je

2uuy = [(az +y)* +a® + 1] C'(y) + 2C(y)(az + y).

Kako je
_ Ou u?(ax +y) B
=y = Rt 1 W)
to je
[(az +y)* +a*+1] C'(y) =0,
paje C(y) =b.

Prema tome,
u’ = [(az +y)* +a® +1]b

je potpuni integral polazne jednadzbe.
Stavimo sada da je

go(xayv’uﬁaw b) = I:(G/JT + y)2 + CL2 + 1] b— ’U,2.

Singularna rjeSenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz
sistema

QD(LE, y’ u7 a” b) = 07

9o [((az +y)? +a*+ 1] b—u? =0,
7(1:0’ & 2b(ax2+a+xy)20,

9D _ 9 a2(:r2+1)—|—2axy+y2+1:0.
0b ’

Rjesavajuéi sistem od posljednje dvije jednadzbe po a i b, dobivamo da je

zry
1+ 22

b=0, a=-

Uvrstavajuéi to u prvu jednadzbu imamo u? = 0, pa je u = 0 singularno rjeSenje
polazne jednazbe.

Opce rjesenje je dato sa

2w(a) (az® + a+ zy) + [(az +y)* + a® + 1] w'(a) = 0.

{ [(az 4+ y)* + a* + 1] w(a) — u* = 0,

U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢
Primjer 3.3.9. Odrediti potpuni, opdi i singularni integral jednadzbe
P+ +ptgtz+y+2u—1=0.

129



3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa dvije nezavisne
varijable

RjeSenje. Stavimo da je
F(z,y,u,p,0) =p° + ¢ +p+a+z+y+2u—1
Tada se sistem (3.79) svodi na

de  dy du _—dp  —dgq
2p+1  2¢+1 2p*°+¢*)+p+q 1+4+2p 1+42q¢

Lako se vidi da su p+x = a i ¢g+y = b dva nezavisna prva integrala ovog sistema.
Da bismo nasli potpuni integral potrebno je rijesiti sistem

Ju
p=,-=a-um,
i

Iz prve jednadzbe sistema, smatrajuéi da je y parametar, imamo da je

22

u=ax— ?—i—C(y).
Odredimo sada funkciju C(y). Diferenciranjem prethodne jednadzbe po y dobi-
vamo da je u, = au_ C’(y). Kako je s druge strane u, = b —y, to je

dy

C,(y) =b— Y,

2
pa je C(y) = by — % + C. Dakle

22 y2
—ar— —+by— = +C
U= axr 2—|—y 2—|— ,

gdje je C' konstanta koju trebamo odrediti.
Kako je

F(z,y,u,p.q) =p* + @ +p+qg+z+y+2u—1=0,
uvrstavanjem funkcije u dobivamo da je
1 2 32
C:§(1—a —b"—a—0b).

Dakle, potpuni integral je dat sa

2 2
1
u:ax—%+by—%+§(l—a2—b2—a—b).
Stavimo sada da je
2 2
1
@(xay,uaaab):ax—%+by—%+§(1—a2—62—a—b)—u.
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Singularna rjesenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz
sistema

x? y? o1
o(z,y,u,a,b) =0, ar — — +by— =+ -(1-a®>-b*—a—b) —u=0,
D 2, 2 "2
?ZO’ @ w—a—3=0,
9% _, £
ob ’ y—b—§:0.

Rjesavajuéi sistem od posljednje dvije jednadzbe po a i b, dobivamo da je

Uvrstavajuéi to u prvu jednadzbu imamo 4u+2x+2y—3 = 0, pa je to singularno
rjeSenje polazne jednazbe.

Opée rjesenje je dato sa

2 2

1
agc—c%—i-o./(a)y—yj—&-5(1—a2—o.)(a)2—a—w(a))—u:O7

-~ %(Qa S+ |yt %(m(a) +1)| w'(a) = 0.

U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢
Primjer 3.3.10. Odrediti potpuni, op¢i i singularni integral jednadzbe
U= p2x + q2y.

Rjesenje. Stavimo da je F(z,y,u,p,q) = p?z + ¢*y — u. Tada se sistem (3.79)
svodi na

de _dy _du_dp g
2pz 2qy 2%z +2¢% —(p*-p) —(¢*—q)
d d d, 1d
Iz @ P imamo da je b _ —f—x. Pretpostavimo da je > 0.
2pz —(p* —p) p—1 2 x
Odavde je

1 1
Inlp—-1| = filn:c + 511“4’
gdje je A > 0. Iz posljednje jednakosti dobivamo da je
p= +AYV22712 4.

d d
Sli¢no, iz 9 27(1, pod pretpostavkom da je y > 0 dobivamo da je
2y —(¢* —q)

q= iBl/Zy_l/z + 17
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gdje je B > 0.
Uvrstavanjem p i ¢ u F(z,y,u,p,q) = p*x + ¢*y — u = 0 dobivamo da je

u(z,y) = (Ve £ VA)? + (Vy £ VB)°

potpuni integral polazne jednadzbe. Ako stavimo a = +v/A i b = +v/B, onda
potpuni integral glasi

u(z,y) = (Vz +a)® + (Vy +b)?,

pri ¢emu su a,b € R.
Stavimo sada da je ¢(z,y,u,a,b) = (/T + a)® + (/¥ + b)® — u. Singularna
rjesenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz sistema

90(3371/7% a, b) = Ou
0

(Ve +a)+(/y+b)?*—u=0,
- =0, & 2(y/x +a) =0,

9 _. 2(,/7+b) = 0.

Eliminacijom parametara a i b, tj. uvrstavanjem posljednje dvije jednadzbe sis-
tema u prvu jednadzbu, imamo da je u = 0 singularno rjesenje.
Opce rjesenje je dato sa

(Vz+a)?+ (y+w(a)?—u=0,
VE+at (YT +w(a)(a) = 0

U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢

Primjer 3.3.11. Odrediti potpuni, op¢i i singularni integral jednadzbe
pry + pq + qy = yu.
Rjesenje. Stavimo da je
F(z,y,u,p,q) = xyp +pq+qy —yu = 0.

Tada se sistem (3.79) svodi na

dx dy du dp dq

zy+q p+y yut+pg O —zp—qtu+tyg

d
Iz Hp slijedi da je

p = a = const.

ou
Posto je p = — = a, integracijom po x dobivamo

or
u(m,y) =ar + f(y)’
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pa je
_Ou

Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo

azy + (a+y)f'(y) = ylaz + f(y)),
odakle slijedi da je
(a+y)f'(y) =yfly),

$to nam daje obi¢nu diferencijalnu jednadzbu za f. Separiranjem varijabli

Iw oy a

flyy a+y = a+y

i integracijom dobivamo
Inf=y—aln(a+y)+1ne,
odakle slijedi da je
fly) = ce¥(a+y)™"
Potpuni integral sada glasi
eV

—_— a€R, ceRT.
(aty)®

u(z,y) =ax+b

Stavljajuti In ¢ = b, potpuni integral mozemo napisati u obliku

‘ln(u—ax):y—aln(a—i—y)—i—b, mbeR.‘

Stavimo sada da je ¢(x,y,u,a,b) = y—aln(a+y)+b—In(u—ax). Singularna
rjesenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz sistema

p(x,y,u,a,b) =0, y—aln(a+y) —In(u —ax) +b=0,
9 _ In(a+y)+ ——— —— =0
ga ’ < 4 aty w—ar
790:0, 1=0.

0b

Posto posljednja jednadzba nije moguca to ne postoji singularno rjesenje. Opcée
rjesenje je dato sa

y—aln(a+y) —In(u — ax) + w(a) =0,
x

a
1 —_ = "(a) = 0.
n(a+vy) + ity u—az + w'(a)
U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija. ¢
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3.3.6 Cauchyjev problem

Sada ¢emo definirati Cauchyjev problem za jednadzbu (3.73) i pokazati kako se
rjeSava.

Definicija 3.3.4. Neka je data kriva

r = p(t),
y=(t), ted, (3.80)
u=At),

gdje je J neki interval na kojem su funkcije o(t), 1(t), i A(t) neprekidno dife-
rencijabilne funkcije. Cauchyjev problem se sastoji v nalaZenju integralne povrsi
jednadzbe (3.73) na kojoj lezi kriva (3.80).

Cauchyjev problem ¢emo rijesiti koristeéi opéi integral. U tom cilju neka je
u = ®(x,y;a,b) potpuni integral jednadzbe (3.73). Opéi integral zapisujemo u
obliku

) (z,y,a,b) + Py (x,y,a,b)w’(a) =0, '

gdje je b = w(a). Pretpostavimo da smo iz opéeg integrala (3.81) nasli integralnu
povrs na kojoj lezi kriva (3.80). To znaci da smo nasli takvu funkciju b = w(a),
da funkcija a(x,y) izracunata iz druge jednadzbe (3.81) zajedno sa funkcijom
b(z,y) = w(a(z,y)) daje, poslije uvrstavanja u prvu jednadzbu (3.81), trazenu
integralnu krivu. Znagdi, trazena povrs je data sa

u=®(z,y,a(z,y),b(z,y)), (3.82)
gdje je b(x,y) = w(a(x,y)) i gdje identicki po x i y vrijedi
@ (2, y, a(z, ), bz, ) + (2, y, a(z, ), b(z,y))w'(a(z,y)) =0, (3.83)

pri ¢emu je w’(a(z,y)) izvod funkcije w po a izracunat u tacki a(x,y).
Uvedimo funkciju

U(t,a,b) = ®(p(t), 9 (t),a,b) — A(t). (3.84)
Kako kriva (3.80) lezi na povrsi (3.82), to za svako t € J vrijedi
A(t) = @(p(t), (1), alt), b(t)), (3.85)
gdje je a(t) = a(p(t), ¥(t)) i b(t) = b(e(t), (1)) = wlalp(t),d(t))) = wla(t)).
Posto (3.83) vrijedi identicki po x i y, to ée vrijediti ako stavimo z = ¢(t) i
y = ¥(t) za svako t € J, tj.
@7, (p(1), %(1), a(t), b(t)) + P4 (¢(t), ¥ (t), a(t), b(t))w' (a(t)) = 0. (3.86)
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Jasno je da (3.85) mozemo pisati u obliku
U(t,a(t),b(t)) =0, ted. (3.87)
Diferenciranjem po t u (3.87) dobivamo
Ua(t, a(t), b(t)) + Ua(t, a(), b()a'(£) + Ti(t, alt), B (£) = 0, £ € J. (3.89)
Kako je b(t) = w(a(t)), imamo da je V' (t) = w’'(a(t))a’(t), pa (3.88) postaje
Ur(t, a(t),b(t)) + [Ua(t, a(t), b(t)) + Us(t, a(t), b(t))w' (a(t))] o' (t) = 0. (3.89)
Na osnovu (3.84) je
a(tv a, b) = a(‘p(t)’ ¢(t)a a, b) i Ub(ta a, b) = (I:’;)(@(t)v w(t)’ a, b)
Koristeéi relaciju (3.86) imamo da je
Ua(t,a(t),b(t)) + Up(t,a(t),b(t))w (a(t)) = 0.
Dakle, (3.89) postaje
Ui(t,a(t),b(t)) = 0.

Mozemo sada zakljuéiti da ako funkcija w(a) daje rjeSenje Cauchyjevog problema
na opisani nacin, onda funkcije a(t) i b(¢) zadovoljavaju sistem

{ U(t,a,b) =0, (3.90)

ue(t, a,b) = 0.

Funkciju b = w(a) moZemo odrediti eliminacijom parametra ¢ iz sistema

a=a(t),
b= b(t) = w(a(t)),

pa se uvrstavanjem a(t) = a u drugu jednadzbu dobiva b = w(a). Dakle, postupak
za nalazenje rjesenja Cauchyjevog problema glasi: formirajmo najprije funkciju
U(t,a,b) 1 napisimo sistem (3.90). Iz tog sistema se odrede a i b kao funkcije
od t: a = a(t) i b = b(t). Eliminacijom parametra ¢ iz funkcija a = a(t) 1 b =
b(t) dobivamo funkciju b = w(a). Ovu funkciju uvrstimo u drugu jednadzbu od
(3.81). Iz tako dobivene jednadzbe se odredi a(x,y), a zatim i funkcija b(x,y) =
w(a(z,y)). Ove dvije funkcije se zatim uvrste u prvu jednadzbu od (3.81). Moze
se pokazati da je ovako dobivena povrs u(z,y) = ®(z,y,a(z,y),b(x,y)) zaista
rjesenje naseg Cauchyjevog problema.
U nastavku ¢emo kroz nekoliko primjera demonstrirati kako se rjesava Cauchyev

problem.

Primjer 3.3.12. Neka je data jednadzba

P\ (q)"_ 2
(@) -2
x y u
1) Odrediti potpuni, opéi i singularni integral ove jednadzbe.

2) Naci ono rjesenje koje zadovoljava uvjete u =z — 1, y = 0.
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RjeSenje.

2 2 9
1) Stavimo da je F(z,y,u,p,q) = (B) + (q) — —. Tada se sistem (3.79)
u

€ Y
svodi na
di B @ B du B dp B dq
2 P2 g\ 22 A 20" dq
22 2 2() t2 " 2w P ud

Jedan potpuni integral ovog sistema je F(x,y,u,p,q) = 0, pa je

B+() &

Koristeéi ovo, imamo

S druge strane,

pdx — xdp _ pdx — xdp
2 B 4
9 (2) _y (3) 4pz dpr
T x u3 ud
Odavde, imamo
al*
pdx —xdp  du p) _du
I S AT
us u? D

Rjesenje ove jednadzbe je p = g. Uvrstimo sada to u F(z,y,u,p,q) = 0.
u

Dobivamo da je

(4 () - oo o2

U Y u? U

Da bismo nasli potpuni integral rjesimo sistem

ou  ax
b= 87 =
r  u
ou yV2 —a?
g= 22 =PV
dy u
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Iz prve jednadzbe sistema imamo da je u?> = az? + C(y). Odredimo sada
funkciju C(y). Diferenciranjem prethodne jednadzbe po y dobivamo da je
2uuy + C'(y) =0, pa je

_Ou_ —C'(y)
oy 2u

Uy
Koriste¢i drugu jednadzbu sistema, imamo da je

—C’ V2 = a2
T _ 2D oy = 2oy 2,

Rjesenje ove jednadzbe je dato sa

C(y) = +y*V/2 — a2 +b.

Na osnovu ovoga, imamo da je u? = ax? + y2v/2 — a2 + b potpuni integral
polazne jednadzbe.

Stavimo sada da je ¢(z,y, u,a,b) = ar® £ y?>v/2 — a? + b — u?. Singularna
rjeSenja, ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz sistema

L,D(.’E, Y, u,a, b) = 07

P _
Y

koji u nasem slucaju postaje

ax? +y?°v2 —a2+b—u? =0,
2

A

V2 —a? ’

1=0.

z? +

Posto posljednja jednadzba nije moguca, onda ne postoji singularno rjesenje.

Opce rjesenje je dato sa

az? £y*v2 — a2+ wla) —u? =0
2

a
x2:|:\/%+w'(a):0

U ovom rjesenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funkcija.

2) Odredimo sada ono rjeSenje koje prolazi krivom

=1,
y=0,
u=t-—1.
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Kako je u = +v/az? £+ y2v/2 — a2 + b, to sistem (3.90) postaje

U(t;a,b) =tvat? +b—t+1=0,
t
ut(t;a,b)zai—lzo.
+Vat? +b

t—1
Odavde imamo da je b(t) =1 —t i a(t) = ——. Eliminacijom parametra ¢

t
iz ove dvije jednadzbe, dobivamo b(t) = (?)()1. Kako je b(t) = w(a(t)),
al(t) —

a
to je w(a) = ——. Ako ovo uvrstimo u opéi integral, dobivamo rjeSenje

datog Cauchyjevog problema u parametarskom obliku

a:EZj:yQ\/QfaerLlqu:O
a—

ay? 1

SV A et
U ovom rjesenju a je parametar.
¢
Primjer 3.3.13. Neka je data jednadzba
pq = u"xy.
1) Odrediti potpuni i opéi integral ove jednadzbe.
2) Nadi ono rjeSenje koje za n = 0 zadovoljava uvjete za © = 1, u = /1 + y2.

RjeSenje.
1) Stavimo da je F(x,y,u,p,q) = pqg — u™zy. Tada se sistem (3.79) svodi na
dr.  dy du dp dq

q P 2pq  uy+nutlzyp ~unr + nulzyy’

Jedan potpuni integral ovog sistema je F'(x,y,u,p,q) = 0 pa je pg = u™xy.

Ny . du du
Koriste¢i ovo, imamo — = . S druge strane,
2pq  utzy
pdr — xdp _ pdx —xdp
utzy — utxy — nutla2yp  —nun—la2yp’

Odavde, imamo da je

dl*
pdr — xdp du D du

—nun~lz2yp  ulzy - 2u’
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RjeSenje ove jednadzbe je p = azu?. Uvrstavanjem u F(z,y,u,p,q) = 0

u?2
dobivamo da je g = y—. Da bismo nasli potpuni integral rjesimo sistem
a
ou 2
= _— =azxuz,
P= 5 .
_Ou yu
0y a

Ako prvu jednadzbu posmatramo kao diferencijalnu jednadzbu po z, a y
smatramo parametrom, tada dobivamo

2 n 2
2_nu17§ = %+C(y)a n# 2,
2
Inu = %—FC(y), n=2.

Odredimo sada funkciju C(y). Za n # 2 diferenciranjem prve jednadzbe po
y, dobivamo

ou 5
Uy = = C'(y)uz.
Koristeci ¢injenicu
ou  yu®
Uy = — = _—,
Y oy a

imamo

n

/ %_yui ’ :g
Clyluz ==—=Cy) ="

Rjesenje ove jednadzbe je dato sa
2
Y
C(y) = = +0b.
(y) =5+
Na osnovu ovoga, imamo da je za n # 2 potpuni integral dat sa

2 n 2 2
i oy
2—n 2 2a

+b.

Na isti nacin, lako je vidjeti da je potpuni integral za n = 2 dat sa

2 2
axr
L

—_— b.
2 2a +

In |u| =

Opce rjesenje za n # 2 je dato sa

u 2 =
22—n ) 2 2a
X y ’ -

3 " op TY@=0
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a zan = 2 je dato sa

2 2

2 2a
1.2 y2 , .
T e TW(@=0

U ovom rjeSenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funcija.

Odredimo sada ono rjesenje za n = 0 koje prolazi trazenom krivom koju
mozemo napisati u parametarskom obliku

=1,
y=t,
) ax? P ) )
Kako je u = - + % + b, to sistem (3.90) postaje
a
a t?
U(t,a,b) = %+%+b7\/1+t2 -0,
t
u(t,a,b) = — — ——= =0
e = - e
. . 1
Odavde imamo da je b(t) =

———— i a(t) = V1+t2. Eliminacijom
e ()1 !
parametra t iz ove dvije jednadzbe dobivamo b = % Kako je b(t) = w(a(t)),
a

onda je w(a) = %" Ako ovo uvrstimo u opéi integral, dobivamo
a

= — —:O
U= ot Y
2 y? 1
22— =0

Iz druge jednadzbe imamo da je

Ve

xT

Uvrstavaju¢i to u prvu jednadzbu, dobivamo rjesenje Cauchyjevog prob-
lema

u(z,y) =z 1+y%
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Slika 3.11: Grafik funkcije u = u(z, y) za i krive (17 t,vV1+ t2) iz Primjera 3.3.13.

¢
Primjer 3.3.14. Neka je data jednadzba
2xp + 2yq + 4up® —u = 0.
1) Odrediti potpuni, opéi i singularni integral.
2) Naéi ono rjesenje koje zadovoljava uvjete u? = z, y = .
RjeSenje.
1) Stavimo da je F(x,y,u,p,q) = 2xp + 2yq + 4up? — u. Tada se sistem (3.79)
svodi na
dx _ @ _ du _ —dp _ dq
20+ 8pu 2y p(2xr +8up) +2qy  2p+pp? —1  2¢+q(4p? —1)

Jedan potpuni integral ovog sistema je F(x,y,u,p,q) = 0 pa je 2ap+2yq =
u — 4up?. Koristeéi ovo, imamo

—dp du B du

2p+p(4p> —1)  p(2z +8up) +2qy  u+ dup?’

odnosno
—dp du

p(4p? + 1) - u(dp? +1)°

Odavde je
—d, du
L = Ilnu=—-—Inp+Ina= pu=a,
D U
pa imamo da je drugi prvi integral ovog sistema dat sa ®(z, y, u, p, q) = pu =

a. Odavde imamo da je p = & Uvrstimo sada ovo u F(z,y,u,p,q) = 0.
u
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Dobivamo da je

2 _ 4u2p? — 9
2yq:u—4up2—2xp:u_4up2_2xﬁ:>q:U u-p CLZZ?'
U 2yu

Da bismo nasli potpuni integral rijeSimo sistem

ou a

P=7-==

dr u
 Ou u? — 4up? — 2ax
q_ay_ 2yu '

2
Iz prve jednadzbe sistema imamo da je ax = % + C(y). Odredimo sada

funkciju C(y). Diferenciranjem prethodne jednadzbe po y dobivamo da je
uuy, + C'(y) =0, pa je
_ou_ —C'(y)

Uy = — =
Y oy u

Koriste¢i drugu jednadzbu sistema, imamo da je

—C'(y)  u? —4up* — 2ax , 1 _ 2d?
u 2y = C'(y) - @C(y) =

Ovo je linerana diferencijalna jednadzba prvog reda cije je opée rjesenje
dato sa
C(y) = —2a* + by.

2
U
Na osnovu ovoga imamo da je ax = -5 = 2a? + by potpuni integral polazne

jednadzbe.

Stavimo sada da je o(x,y,u,a,b) = 2ax+4a®+by—wu?. Singularna rjeSenja,
ako postoje, odredujemo eliminacijom parametara a i b iz sistema

w(x7 y? u? a? b) = 07
o

i

=Y

koji u nasem slucaju postaje

2ax + 4a? + by — u? = 0,
2x 4+ 8a =0,
y=0,

2
odakle slijedi da je u? = —%, pa vidimo da ne postoji singularno rjesenje.
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Opce rjesenje je dato sa

2z +8a+yw'(a) =0

{ 2ax + 4a® + w(a)y = u?

U ovom rjeSenju w(a) je neprekidno diferencijabilna funcija.
2) Odredimo sada ono rjesenje koje prolazi krivom
= t’

y=t,
u? =t.

Sistem (3.90) postaje

U(t;a,b) = 2at + 4a® + bt —t =0,
ut(t;a,b) =2a+b—1=0.

Odavde imamo da je b(t) = 1 i a(t) = 0. Kako su a i b konstante, rjesenje
Cauchyjevog problema dobivamo direktnim uvrstavanjem u potpuni inte-
gral, pa je rjeSenje Cauchyjevog problema dato sa je

Slika 3.12: Grafik funkcije u = u(x,y) i krive (t,t, i\/f) iz Primjera 3.3.14.

3.3.7 Cauchyjeva metoda karakteristika

Cauchyjeva metoda rjeSavanja nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda zasniva se pretezno na geometrijskim idejama. Dakle, ponovo posma-
tramo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

143



3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa dvije nezavisne
varijable

F(:U,ym,p, Q) = 07 (391)

gdje je u = u(x, y) nepoznata funkcija nezavisnih varijabli z i y, a

_ Ou(w,y)  Oul(z,y)
P="r 1= "5,

Data funkcija F je definirana u nekoj oblasti  C R®. Pretpostaviéemo da
je funkcija F' dva puta neprekidno diferencijabilna u €. Ako bi u Q vrijedilo
%—1; =0i %—Z = 0, to bi znadilo da funkcija F' ne bi zavisila od p i ¢ pa (3.91)
nije diferencijalna jednadzba. Zbog toga bar u jednoj tacki iz ) mora vrijediti
%—5 # 0 ili %—5 # 0. Pretpostavimo da je %—5 # 0, tada zbog neprekidnosti

OF aF

funkcije G 1u nekoj okolini te tacke vrijedi B # 0. Smanjujuéi Q ako je

potrebno mozemo smatrati da u € vrijedi %—5 # 0. Neka, pored toga, postoji
tacka (xo,yo,u0,P0,490) € Q za koju je F(xo,yo,uo,Po,q0) = 0. Zbog ovoga i
zbog %—Z # 0 moze se jednadzba (3.91) na jednoznacan nacin rijesiti po ¢ (bar u
nekoj okolini tacke (xo, Yo, v, Po,q0)). Znadi, jednadzbu (3.91) mozemo pisati u
ekvivalentnom obliku

q= f(xvyvuvp)a (392)

Funkcija f je definirana i dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
Q tacke (zo, Yo, uo, po). Jednadzbu ¢emo posmatrati uglavnom u obliku (3.92).
U daljnjem izlaganju smatramo da se (z,y, u, p) nalazi uvjek u toj okolini. Osim
toga, ako budemo govorili o tacki (z,y, u) smatra¢emo, ne spominjuéi to posebno,
da je ta tacka takva da postoji neki interval J sa osobinom da ako p € J tada
(z,y,u,p) lezi u pomenutoj okolini iz R*. Smatramo da tacka (x,y,u) lezi u
projekciji oblasti Q na prostor R duz ose na kojoj se nanose vrijednosti varijable
p. Uzmimo sada proizvoljnu fiksnu tacku (x,y, u) i mijenjajmo p po volji tako da
(z,y,u,p) ostane u oblasti ;. Tada je ¢ dato sa (3.92) funkcija od p. Za svako
takvo p i odgovarajuée ¢ dato sa (3.92), moZzemo tackom (z,y,u) poloziti ravan
sa vektorom normale (p, g, —1). Jednadzba ove ravni je

U-u=pX —2)+qY —y)

odnosno
U—-u=pX —z)+ f(z,y,u,p)(Y —y). (3.93)

Mijenjajuéi p dobivamo familiju ravni koje prolaze tackom (z,y, u). Ove familije
zavise od jednog parametra p. Obvojnica (envelopa) ove familije ravni je neki
konus sa vrhom u tacki (z,y,u). Oznac¢imo ga sa K(z,y,u). Napomenimo da se
svaka ravan iz familije (3.93) dodiruje sa konusom K(z,y,u) duz neke izvodnice
tog konusa. Konus K(z,y,u) se naziva Mongeov (ManZov) konus jednadzbe
(3.92) u tacki (z,y,u). Tacka (z,y,u) je u ovom razmatranju bila fiksna, ali
proizvoljno odabrana. Znaéi svakom tackom (z,y,u) moZemo poloziti Mongeov
konus K(z,y,u) (sa vrhom u toj tacki). Pogledajmo sada kakva je veza izmedu
Mongeovih konusa i integralnih povrsi jednadzbe (3.92). Vrijedi sljedeéi teorem.
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Teorem 3.3.4. Rijesiti jednadzbu (3.92) je isto Sto i nadi sve one povrsi u =

Voo

Dokaz. Neka je u = u(z,y) bilo koja (fiksna) integralna povrs jednadzbe (3.92)
i neka tacka (xq, Yo, uo) lezi na toj povrsi. Tangencijalna ravan povrsi u = u(x,y)
u tacki (zo, yo, up) je data sa

U—-u=po(X —z)+ql -y), (3.94)
gdje je po = W igy = 311(:;(;,;1/0). Posto u = u(z,y) zadovoljava jed-

nadzbu (3.92) u svakoj tacki pa i u tacki (xg, yo, uo), to je qo = f(xo, Yo, uo, Po)-
Medutim, ovo zna¢i da je tangencijalna ravan (3.94) jedna od ravni iz famil-
ije ravni (3.93) (kada se u (3.93) stavi ¢ = g, y = yo i v = up). Kao $to
smo ve¢ konstatovali, ova se ravan dodiruje sa Mongeovim konusom K(xg, yo, o)
(duz neke njegove izvodnice). Znaéi, ravan (3.94) je ujedno i tangencijalna ra-
van konusa KC(zo, yo, ug). Tacka (zo, yo, uo) je proizvoljna tacka integralne povrsi,
pa moZemo zakljuditi da ako je u = wu(z,y) integralna povrs jednadzbe (3.92),
onda se ona u svakoj tacki dodiruje sa Mongeovim konusom jednadzbe (3.92)
¢iji je vrh u toj tacki. Obrnuto, neka se povrs u = u(x,y) u svakoj svojoj tacki
dodiruje sa Mongeovim konusom (¢iji je vrh u toj tacki) i neka je (xo,yo,uo)
proizvoljna (fiksna) tacka te povrsi. Tada je tangencijalna ravan te povrsi u tacki
(20, yo0,up) data sa (3.94). Po pretpostavci, ova ravan je i tangencijalna ravan
konusa K(zg, Yo, uo). Dakle, ona je jedna od ravni iz familije (3.93) kada se u
(3.93) uvrsti x = xg, y = yo i u = ug. Ovo posljednje znaci da su pg i go povezani

sa qo = f(z0, Y0, o, po), tj-

Ou(xg, Ou(xo,
u(gg;yo) =f (ffo,yo?u(ffo,yo)a u(:g;;lm)) .

Vidimo da je u tacki (o, yo) zadovoljena jednadzba (3.92), pa mozemo reéi da je
jednadzba (3.92) zadovoljena u svakoj tacki povrsi. O

U nastavku ¢emo pod rjeSenjem jednadzbe (3.91) podrazumijevati funkeiju
u = u(z,y) koja tu jednadzbu zadovoljava i koja je dva puta neprekidno diferen-
cijabilna. Iz prethodnog izlaganja se vidi da je svrsishodno izracunati Mongeov
konus jednadzbe (3.92), odnosno jednadzbe (3.91). Mongeov konus K(z,y,u) je
obvojnica familije ravni. Jednadzbu obvojnice (konusa KC(z,y,w)) ¢emo dobiti na
sljedeéi nacin: diferenciranjem u (3.93) po p dobivamo

9q
0=X— — (Y —y). 3.95
o+ oY =) (399)
Diferenciranjem jednadzbe (3.91) po p smatrajuéi da je ¢ = f(z,y,u,p) dobivamo
da je

Jq
&@%%%®+ﬂ@%wn®%:&
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Stavimo da je P(x,%u,p, q) = Fyp(2,y,u,p,q) 1 Q(@,y,u,p,q) = Fy(z,y,u,p,q).
Imamo da je P + Qa—q = 0. Ako ovo uvrstimo u (3.95), dobivamo
P

QX —z)=PY —y). (3.96)

Jednadzbe (3.93) i (3.96) predstavljaju parametarsku jednadzbu konusa K(z, y, v).
Iz (3.96), imamo
X—z Y-y
P Q
Ako uvedemo koeficijent proporcionalnosti A imamo X —x = AP iY —y = AQ,

—u
pa iz (3.93) dobivamo A = —————. Odavde imamo da je
(3.93) PP +qQ
X—2 Y-y U—-u
= = ) 3.97
P Q pP+4qQ (3.97)

Jednadzba (3.97) je jednadzba konusa K(z,y,u) u parametarskom obliku. Pri
fiksnom p jednadzba (3.97) daje izvodnicu konusa K(z,y,u). Kada se p mijenja
ta izvodnica opisuje cijeli konus K(x,y,u).

Uvedimo sada pojam karakteristi¢nih krivih jednadzbe (3.91).

Definicija 3.3.5. Kriva data jednadzbom

x = z(t)
y=y(t), (teld), (3.98)
u = u(t)

gdje je J neki interval, nazivamo karakteristicnom krivom jednadzbe (3.91) ako ta
kriva u svakoj svojoj tacki (z(t), y(t),u(t)) dira Mongeov konus KC(z(t), y(t), u(t)),
tj. ako je u svakoj tacki (z(t),y(t),u(t)) te krive tangenta te krive istovremeno i
izvodnica konusa K(x(t),y(t), u(t)) i ako ta kriva leZi na nekoj integralnoj povrsi
u=u(z,y) jednadzbe (3.91).

Pretpostavit éemo da su funkcije z(t), y(¢) i u(t) neprekidno diferencijabilne
na J. Potrebno je naéi sve karakteristi¢ne krive jednadzbe (3.91). Zatim, treba
odabrati takvu jednoparametarsku familiju tih krivih da povrs koju ¢ine krive iz
te familije bude integralna povrs jednadzbe (3.91). Neka je kriva (3.98) karak-
teristi¢na kriva jednadzbe (3.91) i neka ona lezi na integralnoj povrsi u = u(z, y)
te jednadzbe. Funkcije

p(@,4) = Wiq(%y) = &L(a”;y)

pokazuju kako se mijenjaju komponente vektora normale tangencijalne ravni nase
integralne povrsi u tacki (z,y,u) = (z,y,u(z,y)) kada se ta tactka kreée po
toj povrs$i. Ako stavimo da je x = x(t), y = y(¢), dobivamo funkcije p(t) =
p(z(t),y(t)) i q(t) = q(z(t),y(t)) koje pokazuju kako se mijenjaju komponente
vektora normale tangencijalne ravni kada se dodirna tacka kre¢e po karakter-
isti¢noj krivoj (3.98).
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Definicija 3.3.6. Za pet jednadzbi

(1)
(t)
(t), (telJ), (3.99)
(t)

(t)

T
Y
U

RT 2w B
I
=

q

se kaZe da odreduju (na povrsi u = u(z,y)) karakteristiku prvog reda jednadzbe
(3.91).

Napomenimo da prve tri jednadzbe (3.99) daju karakteristicnu krivu, a druge
dvije pokazuju kako se mijenjaju komponente vektora normale tangencijalne
ravni duz te krive. Nadimo diferencijalne jednadzbe karakteristike prvog reda.
Uzmimo po volji ¢t € J. Tada je jednadzba tangente karakteristicne krive u tacki
(z(t),y(t),u(t)) data sa

X—z(t) Y—yit) U-—u(t)
o)y ()
Ova tangenta je istovremeno i izvodnica konusa IC(x(t), y(t)
=Y

izvodnice je data sa (3.97) kada se uvrsti x = z(t), y
(3.97) i (3.100) daju istu pravu, mora biti

(3.100)

,u(t)). Jednadzba te
(t) i u = u(t). Kako

() Y)W ) (3.101)

P Q pP+qQ

gdje sa A(t) oznacavamo koeficijent proporcionalnosti. Iz (3.101) mnoZeéi sa dt,
dobivamo

dv _dy _ du _
P Q@ pP+qQ

Umjesto parametra ¢ uvedimo parametar s. Uzmimo po volji ¢y € J i stavimo

s= /t:)\(r)dr.

Kako se t mijenja kada prolazi intervalom J, onda s prolazi nekom okolinom tacke
0. Osim toga je d\ = A\(t)dt. Sada (3.102) postaje

A(t)dt. (3.102)

de dy du

— == =——=ds. 3.103
P Q pP+qQ ( )

Dobili smo tri diferencijalne jednadzbe (3.103), a imamo pet nepoznatih funkcija.

Da bismo nasli jos dvije jednadZzbe postupimo na sljedeé¢i nac¢in. Funkcija u(z,y)

je rjeSenje jednadzbe (3.91). Ako u = wu(z,y), p(z,y) = w ig(z,y) =
x
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0
u(({;s,y) uvrstimo u (3.91) biée ta jednakost zadovoljena identicki po x i y. Di-
Y
ferenciranjem ovog identiteta po z, dobivamo
dp . 0q
F,+F,p+P— — =0. 3.104
+Fup+ P+ Qo (3.104)

Jednakost (3.104) vrijedi u svakoj tacki povrsi u = u(x, y), pa vrijedi i duz karak-
teristicne krive. Medutim, duz karakteristi¢ne krive je prema (3.103)

dx ,dy_

o0 _ o (w\_ o (o) _op
oxr  0x \oy) oy\ox) oy

Sada (3.104) mozemo pisati u obliku

Op dx  Op Oy
Fo+Fp+ 22 27
thupt Oz Os + Jy Os

Pored toga, imamo

d
—0eF +Fp+ 2Ly
ds

Odavde dobivamo
—dp

Fy+pF,

Sli¢no, diferenciranjem po y, dobivamo
~dg
F,+qF,

ds.

ds.

Ako stavimo da je X = F,, Y = F, iU = F,, tada dobivamo trazeni sistem
diferencijalnih jednadzbi
der.  dy du _ —dp  —dq
P Q pP+qQ X+pU Y +qU
koje zadovoljavaju karakteristike prvog reda jednadzbe (3.91). Iz pretpostavke
o funkciji F(zx,y,u,p,q) slijedi da su izrazi u (3.105) koji stoje u nazivnicima
neprekidno diferencijabilne funkcije.

ds (3.105)

Lema 3.3.1. Funkcija F(x,y,u,p,q) je proi integral sistema (3.105).

Dokaz. Neka je x(s),y(s),u(s),p(s) i q(s) bilo koje rjeSenje sistema (3.105).
Tada je
AF(2(),(s), u(s).p(s).a(s)) _ OF dw  OF dy OF du OF dp _OF dg
ds Oz ds Oyds Ouds Opds Oqds
B dxr dy du dp dq _
_de +Yds +Uds +Pds +st N
=XP+YQ+U(pP+qQ) — P(X +Up)

- Q(Y + Zq) =0.
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Odavde je F(x(s),y(s),u(s),p(s),q(s)) = const. Znadi, funkcija F(x,y,u,p,q)
prima konstantnu vrijednost duz neke integralne krive sistema (3.105), odakle
slijedi da je integral tog sistema. (I

Cauchyjev problem sa datim pocetnim uvjetima za sistem (3.105) ima jedin-
stveno rjesenje. Oznacimo sa

(s, 0, Yo, U0, P> o)
y(s, o0, Yo, uo, Po; qo),
u(s, 0, Yo, U0, P, 40); (3.106)
(s, 20, Y0, Lo, Po, 90),
q(s, 0, Yo, uo, Po, 90),

T
Y
U
p
q

ono rjesenje sistema (3.105) koje zadovoljava sljedete pocetne uvjete

z(0) = zo,
y(0) = yo,
u(0) = uyg, (3.107)
p(0) = po,
q(0) = qo-

Dokazali smo da karakteristike prvog reda jednadzbe (3.91) zadovoljavaju sistem
(3.105). Medutim, otuda ne slijedi da je svako rjeSenje sistema (3.105) karak-
teristika prvog reda jednadzbe (3.91). Sada ¢emo ovo ispitati detaljnije. Pos-
matrajmo rjesenje (3.106) sistema (3.105). To znaci da je kriva data sa prve tri
jednadzbe karakteristi¢na kriva jednadzbe (3.91). Osim toga, druge dvije jed-
nadzbe pokazuju kako se mijanjaju komponente vektora normale tangencijalne
ravni integralne povrsi u = u(x,y) duZ pomenute karakteristicne krive. S druge
strane, u svakoj tacki povrsi u = u(x,y) jednadzba (3.91) je zadovoljena, slijedi
da je zadovoljena i duz karakteristicne krive. Znagci, identicki, po s vrijedi

F(x<87x07y07u07p07 QO)> e 79(87.’1/'0,y0,u07p07q0)) =0.

Ako stavimo da je s = 0 na osnovu (3.107), dobivamo

F($0,y0, Uo, Po, qD) =0. (3108)

Da bi rjeSenje (3.106) sistema (3.105) davalo karakteristiku prvog reda potrebno
je da poCetne vrijednosti xg, yo, w0, Po,qo zadovoljavaju uvjet (3.108). Kasnije
¢emo vidjeti da je to i dovoljan uvjet. Uzmimo sada da su pocetne vrijednosti
Zo, Yo, Uo, Po, go funkcije nekog parametra v, tj. zo = zo(v),yo = yo(v),up =
up(v),po = po(v) i o = qo(v), pri ¢emu su zo(v),yo(v),...,qo(v) neprekidno
diferencijabilne funkcije u nekom intervalu oko neke fiksne tacke vg. Uvrstavajuci
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ovu u (3.106) dobivamo

T = x(s, ’1}0(11), yO(U)v uO(”)vPO(U)7 QO(U))a

Y =y(s,20(v), yo(v), uo(v),po(v), q0(v)),

u = u(s,20(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)),

p= p(S, xO(U)v yO(v)a uO(”)vPO(U)v QO(’U))7

q = q(s,x0(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)).

Iz ranijih pretpostavki, imamo

z(0,20(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)) = zo(v),
y(oa Lo (’U), Yo (U)a o (’U),po (’U), qO(U)) =%Yo (U)7
u(0,20(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)) = uo(v),
p(0,20(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)) = po(v),
q(0,20(v),yo(v), uo(v), po(v), go(v)) = go(v).

x = xz(s,v),
Y= y(S, U),
u=u(s,v),
p=p(s,v),
q= Q(S7v)7
x(0,v) = zo(v),
y(0,v) = yo(v),
u(0,v) = uo(v),
p(0,v) = po(v),
q(O,’U) = QO(U)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

Od funkcija 2o (v), yo(v), - . ., go(v) jos zahtijevamo da zadovoljavaju uvjet (3.108),

tj. da identicki po v vrijedi
F(zo(v), yo(v), uo(v), po(v), go(v)) = 0.
Pored toga, pretpostavimo da je

P(z0(v0),---,q0(v0)) Q(xo(v0),---,q0(v0))
z(vo) Yo (vo)

£0.

Iz pretpostavke o funkcijama xq(v), yo(v), ..., qo(v) i iz teorema o diferenciranju

rjeSenja po pocetnim vrijednostima zakljuéujemo da su funkcije z(s, v), . ..

,q(s,v)

neprekidno diferencijabilne (i po s i po v). Napomenimo da te funkcije kao
funkcije od s pri svakoj fiksnoj vrijednosti v zadovoljavaju sistem (3.105). Prve tri
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jednadzbe od (3.111) predstavljaju parametarske jednadzbe neke povrsi. PokaZimo
da tu povrs mozemo prikazati i eksplicitno. U tom cilju posmatrajmo Jacobian

O(z,y)
(s, v)

izracunat u tacki s = 01 v = vg. Na osnovu (3.105) imamo

P Q

2, (8,0)  Yy(s,0)

)

gdje je P = P(x(s,v),...,q(s,v)) 1 Q@ = Q(z(s,v),...,q(s,v)). Stavimo da je
s =01wv=vy. Tada prema (3.112) imamo

P:P(x(ovvﬂ)a"'a(I(OavO)) = P(xO(UO)v"'qu(vO))a

Q = Q(l‘(ovvo)a"'aQ(OavO)) = Q(xO(UO),~--,q0(UO))~

Diferenciranjem u (3.112) po v a zatim stavljanjem v = vy dobivamo z/,(0,vg) =
x5 (vo) 1y, (0,v0) = y§(vo). Na taj naéin u tacki s = 01 v = vy imamo

O(x,y) _ |P(zo(vo),---,q0(v0)) Q(xo(vo),---,q0(v0)) 20
a(s,v) z(vo) Yo (vo) '

Zbog neprekidnosti ove determinante, slijedi da je ova determinanta razlic¢ita od
nule u nekoj okolini tacke s = 0 i v = vg. Zbog toga, iz prve dvije jednadzbe
(3.111) mozemo izracunati s i v preko = i y i uvrstiti u treéu. Time ée povrs
zadata sa prve tri jednadzbe (3.111) biti zadata eksplicitno. Pri svakom fiksnom
v funkcije z(s,v),...,q(s,v) zadovoljava (3.105). Kako je F(x,y,u,p,q) prvi
integral sistema (3.105), onda je za svako v

F(:L.(s7’U)7y(s7,u)7u(s7v)7p(s7/u)7 q(87 v)) = C?
gdje je C konstanta. Odavde za s = 0, prema (3.112), imamo
F(x(s,v),...,q(s,v)) = F(z(0,v),...,q(0,v)) = 0. (3.113)

To znadi da (3.113) vrijedi identi¢ki po u i v. Odavde jo§ ne mozemo zakljuéiti
da je povrs data sa prve tri jednadzbe (3.111) integralna povrs jednadzbe (3.91).
Naime, ne znamao da li funkcije p(s,v) i q(s, v) predstavljaju komponente vektora
normale tangencijalne ravni te povrsi (u tacki (z(s,v),y(s,v),u(s,v))). Funkcije
p(s,v)1q(s,v) ée biti komponente vektora normale tangencijalne ravni ako i samo
ako je

du = pdzx + qdy, = =x(s,v),y =1y(s,v),u=u(s,v),p=p(s,v),q=q(s,v).

(3.114)
Uvjet (3.114) mozemo pisati u obliku

ou ou , Ox Ox oy Jdy
Eds + %dv =p <6sd8 + &;dv> +q <83d$ + &;dv> ,

151



3.3 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa dvije nezavisne
varijable

odnosno u obliku

ou ou, [ Oz y or oy
8—d +avdv—( Pos +q8 )ds—&—(pal}—i—qal})dv.

Posto su s i v nezavisno varijable, ovaj uvjet je zadovoljen ako i samo ako je

ou 83:
gu gx gy (3.115)
o + q(%
Prema (3.105) je Ou _ pP +qQ, gdje je Or _ Pi % _ Q, pa je prvi uvjet
Os 0s s

(3.115) zadovoljen. Sada, vidimo da ¢e povrs data sa prve tri jednadzbe (3.111)
biti integralna povrs jednadzbe (3.91) ako i samo ako vrijedi

du(s,v) dx(s,v)

y(s,v)
Ov =pls,v) Ov '

+q(s,v) 5

Ispitajmo kada je ovaj uvjet zadovoljen. U tom cilju stavimo

ou(s,v) 0x(s,v) Ay (s,v) -

V(s,v) = 5y p(sm)T —q(s,v) 5

(3.116)

Zelimo V(s,v) diferencirati po s. Prvo se trebamo uvjeriti da postoje mjesoviti
parcijalni izvodi drugog reda funkcija x(s,v),y(s,v) i u(s,v). Prema (3.105)

imamo 5

% = P(x(s,), ..., q(s,0)). (3.117)
Funkcija P = F, je neprekidno diferencijabilna, jer je funkcija F' dva puta
neprekidno diferencijabilna. Kako su z(s,v),...,q(s,v) neprekidne funkcije po

v, onda je desna strana u (3.117) neprekidno diferencijabilna po v. Prema tome,
iz (3.117) slijedi da postoji izvod %, (s,v) i da je neprekidan. Sli¢no, koristeci
najprije teorem o diferenciranju po pocCetnim vrijednostima uvjeravamo se da
postoji xl/.(s,v) i da je neprekidan. Zbog toga je 7, (s,v) =zl (s,v). Slitno se
dobiva i za y(s,v) i u(s,v). Diferenciranjem u (3.116) po s dobivamo

ov 0%u B @% B 0%x  Oq Oy 0%y

ds  Owds Os v pavas Ods Ov q@v@s
0 <8u Oz 8y> Op Ox

“ov\as Pas Y5s
_@@+8p8x+8q8y
dsdv  Ovds Ovos
0por 0qdy | 0pox 00y
ds Ov 83 Oov  OJvds Ovds
pop

a +Q—+(X+ U)8—+(Y+ U)8

9%
Ov ov’
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jer je prema (3.105)

ou @ ay —0
s Yoas  Yos '
Znaci imamo da je
v Bp ox dy
—_— — X Y . A1
55~ Lo +Q +( +p U)a + (Y +qU)5 (3.118)
Ako u (3.113) diferenciramo po v, dobivamo
- dy ou dp
07X87+Y87+U67+P8 Jer
Iz ovoga i (3.118) oduzimanjem dobivamo
ov ou Or oy ov
s U(av pm‘%) s - UV

Ovo je homogena linearna diferencijalna jednadzba po s, a pri fiksnom v, slijedi
da njeno rjesenje mozemo pisati u obliku

V(s,v) = V(0,v)edo V0.

Vidimo da ée vrijediti V(s,v) = 0, ako i samo ako V(0,v) = 0. To je ekvivalentno
ou(0,v) 0x(0,v) Ay(0,v)
= _— . A1
00 (0,020 4 0,0 200 (3119)
Na osnovu (3.112), uvjet (3.119) dobiva oblik
dug(v) dxo(v) dyo(v)
— = —_ . 12
o po(v) do + qo(v) do (3.120)
Konaéno, imamo da je povrs data sa prve tri jednadzbe (3.111) integralna povrs
zadata parametarski ako i samo ako funkcije zo(v), . .., go(v) zadovoljavaju identicki

po v uvjet (3.120).

Pokazimo sada kako ovim metodom rijesiti Cauchyjev problem za jednadzbu
(3.91). U tom cilju, pretpostavimo da smo sistem (3.105) rijesili, tj. da smo nasli
funkcije (3.109) odnosno (3.111). Neka je zadata neka poCetna kriva

z = ¢(v),
y = ¥(v), (3.121)
u = \v),

gdje su (v),1¥(v), A(v) neprekidno diferencijabilne funkcije. Treba naéi onu in-
tegralnu povrs jednadzbe (3.91) na kojoj lezi kriva (3.121). Funkcije zq(v), yo(v)
i ug(v) biramo na sljedeé¢i nacin.
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Funkcije po(v) 1 go(v) odredujemo iz uvjeta

F(p(o), p(2), A),2o(v), () =0, (3.122)
dE)v) = po(v) flg)v) + qo(v) z/:liv)' .

Iz sistema (3.122) se po(v) i go(v) mogu odrediti ako je taj sistem zadovoljen bar
u jednoj tacki (v, pg, qo) 1 ako je determinanta Jacobiana po pg(v) i go(v) razli¢ita
od nule u toj tacki. Pomenuta determinanta je

B Qo
do(v) dip(v) |,
dv dv

gdje je

Py = Fy(e(v), ¥ (v), A(v), po(v), g0 (v)) = P((v), $(v), A(v), po(v), qo(v))

Qo = Fy(e(v), ¥(v), A(v), po(v), g0 (v)) = Q(p(v), (), A(v), po(v), go(v)).

Znati, mozemo nadi po(v) i go(v) ako je pomenuta determinanta razli¢ita od nule.
Ako je, s druge strane, determinanta Jacobiana identicki jednaka nuli, onda kao
Sto se moze pokazati, kriva (3.121) je karakteristi¢na kriva jednadzbe (3.91) i
postoji beskona¢no mnogo integralnih povrsi na kojima lezi kriva (3.121). Tada
Cauchyjev problem ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Primjer 3.3.15. Metodom karakteristika naci rjesenje Cauchyjevog problema
pr+qy=pq, x=0,y=u.

Rjesenje. Stavimo da je
F(z,y,u,p,q) = pr +qy — pq.

Karakteristi¢ni sistem je dat sa

d d d d d
T _ W o s’ Yy (3.123)
r—q y—-p pg p q

Odredimo ono rjesenje ovog sistema koje zadovoljava pocetne uvjete

2(0) = xo,
y(0) = yo,
u(0) = wo,
p(0) = po,
q(0) = qo.
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Iz posljednje dvije jednadzbe sistema (3.123) imamo da je
p(s) =Cre™®, q(s) = Coe™".
Iz p(s) = po 1 q(s) = go dobivamo da je C1 = py i C2 = qo, pa je

S —S

p=poe 7, q=qoe
Preostale tri jednadzbe sistema (3.123) moZemo napisati u obliku
dr _s dy s T _9s
ds T —4qo€ -, ds Y —Dboe ds = Poqot
odakle, koriste¢i uvjete x(0) = zo, y(0) = yo i u(0) = uo dobivamo da je

T = (xo - q—o) e’ + q—oe_s,

2 2
y = (yo - %) e + %6*5, (3.124)
_ . Pod | Podo _2s
U = Ug 9 + 9 —e .

Da bismo rijesili trazeni Cauchyjev problem, prvo pocetni uvjet napisimo u
parametarskom obliku

Uzmimo da se xg, yo i up poklapaju sa pocetnim uvjetima, tj. neka je
zo = p(v) =
Yo = p(v) =
ug = p(v) =

Funkcije pg i go odredimo iz uvjeta

§'§¢(v),¢(v) >\C§ v),po(v), qo(v)) =
D) _ (1) 220 v a0 ﬁ“

)

Sto je ekvivalentno sa
qov — gopo = 0,
1= qo0-

RjeSenje ovog sistema je pg = v i go = 1. Uvrstavajuéi ovo u (3.124), dobivamo
da je rjesenje trazenog Cauchyjevog problema dato u parametarskom obliku sa

$=—§(6S—€_s)7
y = g(es + e_s),

v veS+e®
= (1 —2s _ - =
u=g(t+e™) =5—02
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Da bismo dobili rjesenje u implicitnoj formi eliminirajmo parametre s i v. Dobi-
vamo da je
u=uye *, e*+2ze®—1=0,
pa je
e =—ax+VrZ+1l, e *=x+vVaZ+1,

i konacno

u(r,y) =zy +yva? + 1.

Slika 3.13: Grafik funkcije u = u(z,y) i krive (0, ¢,t) iz Primjera 3.3.15.

¢

Primjer 3.3.16. Metodom karakteristika naéi onu integralnu povrs u = u(z, y)
jednadzbe u = px + qy + pq koja prolazi krivom = = 1, u = y>.
RjeSenje. Stavimo da je
F(z,y,u,p,q) = px + qy + pq — u.
Sistem karakteristika je

de dy du __@__@
x+q y+p pr+2pg+qy 0 0

= ds. (3.125)

Odredimo ono rjesenje sistema (3.125) koje zadovoljava pocetne uvjete

z(0) = o,
y(0) = yo,
u(0) = wo, (3.126)
p(0) = po,
q(0) = qo.
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varijable

Iz posljednje dvije jednadzbe sistema (3.123), imamo da je
p(S) :Clv q:CQ
1z p(s) = po i q(s) = qo dobivamo da je C; = py i Co = qo, pa je

P=DPo, 4q=4o-

Iz

d d
x =ds & z =ds
T +q T+ qo

dobivamo da je In|x 4+ o] = s + C3. Kako je z = xg za s = 0, dobivamo da je
In |zo 4+ go| = Cs, odakle je

In|z +qo| =s+1In|zo + qo| = =+ g0 = (o + qo)e’.
Analogno se dobiva da je
Y +po = (o + po)e’.

Kako je px + qy+pg —u = 0 prvi integral sistema (3.125), to je pg+qy = u— px.
Na osnovu toga, imamo
du du du

—_— = ds= =ds = —— =ds,
pr +2pq + qy u+ pq U + Poqo

pa je
In |u + pogo| = s+ Cy.

Kako je u = ug za s =0 to je Cy = In|ug + poqo| pa je
u 4 pogo = (uo + poqo)e”.

Dakle, rjesenje koje zadovoljava pocetne uvjete (3.126) je

x = (zo + qo)e’ — qo,
y = (yo +po)e’ — po,

u = (uo + pogo)e® — Pogo; (3.127)
P = Po,
q = qo-

Da bismo rijesili trazeni Cauchyjev problem, prvo pocetni uvjet napisimo u
parametarskom obliku

x=p)=1
y=1y(v) =wv,
u=Av) =3
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varijable

Uzmimo da se xg, yo 1 ugp poklapaju sa pocetnim uvjetima, tj. neka je
To = (,D(’U) =4
Yo = (v) = v,
up = A\(v) = v3.
Funkcije pg i qo odredimo iz uvjeta
F(QO(’U), 7/1(U)a )\(’U),po(’U), qO(U)) = Oa
dA(v) de(v) dy(v)
dv Po(v) dv +a0(v) dv '’
sto je ekvivalentno sa
po + qov + qopo — v = 0,
3v? = qo.
Rjesenje ovog sistema je py = —% i go = 3v%. Uvrstavajuéi ovo u (3.127),

dobivamo da je rjesenje trazenog Cauchyjevog problema dato u parametarskom

obliku sa

= (14 3v%)e® — 30,

Slika 3.14: Grafik funkcije u = u(z,y) i krive (1,t7t3) iz Primjera 3.3.16.

¢

Primjer 3.3.17. Metodom karakteristika naéi onu integralnu povrs u = u(z,y)

jednadzbe u = p?z2 + ¢?y? koja prolazi krivom = =y = u.
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RjeSenje. Stavimo da je
F(z,y,u,p,q) = u — p*a® — ¢*y”.
Sistem karakteristika je

dx dy du dp dq

= ds. (3.128)

—2%p  —2y%¢  —2u  p—2zp®  q-2u¢

Odredimo ono rjesenje sistema (3.128) koje zadovoljava pocetne uvjete

x(0) = xy,
y(0) = yo,
u(0) = uyg,
p(0) = po,
q(0) = qo.
Iz
dx dp dp 1 1

= =
—2x2p p—2xp?  dx + T 222

imamo da je
1 1
p=—(Ci+=-lnzx ).
x 2
Izp=pyix=uwxy, zas=0 dobivamo da je C; = pgxg — %lnxo pa je

1 1 1 1 1 T
p=—|poxo— -Inzg+ zlnz | =—{pozo+-In— ).
T 2 2 x 2 x9

Analogno se dobiva da je
1 1
q=- <quo+lny> .
Yy 2wy

Iz ove dvije jednadzbe dobivamo da je
I = x062(prfpozo)’
Y= y062(qy—qoyo).
Pored toga, iz

pdx +xdp

—ds =
px -

d
dlpz) =ds = In|pz| = —s + Cs.

p
a kako je x =g i p = po za s = 0, imamo da je C3 = In |ppzy|. Sada imamo

pr = poxoe” .
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Na slican nacin dobivamo
qy = qoyoe” .
du

—2u

1z

= ds imamo u = uge2°. Dakle,

.
7= x()e?(powoe ;Dooso)7

Y= y062(<10.1/offs—QOyo)7 (3.129)

u = uge ",

Da bismo rijesili trazeni Cauchyjev problem, prvo pocetni uvjet napisimo u
parametarskom obliku

(v)
(v) =
(v)

v
v)="v

v

Y
)

Uzmimo da se xg, yo 1 ug poklapaju sa pocetnim uvjetima, tj. neka je

zo = ¢(v) = v,
Yo = ¥(v) = v,
ug = A(v) = v.

Funkcije pg i qo odredimo iz uvjeta

-Z;(\(p(v)v ’l/J(U), )‘Cgv)’p()(v)7 QO(IZZ)) =0,
RN

= po(v)

sto je ekvivalentno sa

v — v — P =0,
1=po+ qo-

RjeSenje ovog sistema je

1 /2 1 /2
p0—<1:t 1) i q0—<1:|: 1>.
2 v 2 v

Uvrstavajuéi to u (3.129) dobivamo da je rjesenje trazenog Cauchyjevog problema
dato u parametarskom obliku sa
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3.4 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe
sa vise od dvije nezavisne varijable

U ovoj sekciji ¢emo posmatrati opéu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu oblika

Oou Ju ou
F STy ey Ty Uy ——y =y, —— | =0, 3.130
<:c1 2 Tno W 0x1 O0xo 8xn> ( )
gdje x = (x1,22,...,2,) € 2 CR™ Q je otvoren skup, a
F:OxRxR" =R
je poznata funkcija i u : Q@ — R je nepoznata funkcija, tj. u = u(x1,...,2,).

3.4.1 Potpuni, opéi i singularni integral

Kao i kod parcijalne diferencijalne jednadzbe sa dvije nezavisne varijable sada
¢emo definirati neke klase rjesenja i pokazat ¢emo kako na osnovu tih rjesenja
mozemo formirati slozenija rjesenja. Pretpostavimo da je A € R™ otvoren skup.
Pored toga neka je za svako a = (ai,...,a,) € A funkcija u = u(z,a) =
w(x, ..., Tn,a1,...,a,) € C? rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.130).

Definicija 3.4.1. Za C? funkciju u = u(z,a) kaZemo da je potpuni integral u
Q x A jednadzbe (3.130) ako je
(i) u=wu(z,a) je rjesenje jednadzbe (3.130) za svako a = (ai,...,a,) € A,

(ii) Za svako x = (z1,...,2,) € Qia=(a1,...,a,) € A je

ou 0%u 0%u
870,1 O0x10a1 o 0x,0ay
rang . =n.
ou 0%u 0%u
8fan 0x10a,, o 0x,0an,

Napomenimo da uvjet (#4) u Definiciji 3.4.1 osigurava da funkcija u = u(z,a)
zavisi od svih n nezavisnih parametara ai,aq, ..., a,.

Sada ¢emo vidjeti kako mozemo formirati slozenija rjesenja, odnosno rjesenja
koja zavise od proizvoljne funkcije od n — 1 nezavisno varijabli, a ne od n para-
metara. Ova rjeSenja ¢emo dobiti kao obvojnice (envelope) familije potpunih
integrala, odnosno neke m—parametarske familije rjesenja.

Definicija 3.4.2. Neka je u = u(w,a) C* funkcija za v = (21,...,7,) € Q i
a=(a,...,a,) € A gdje su Q CR"™ ¢ A CR"™ otvoreni skupovi. Posmatrajmo
sistem jednadzbi

Ou(z,a)
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Pretpostavimo da se sistem (3.131) moze rijesiti po (a1, ..., a,), tj. neka postoje
C' funkcije
ai:¢i(x)ﬂ i:1727"'7n

takve da je
Qu@ (@), @) _ o 19 (3.132)
ﬁai
zadovoljeno identicki po x = (x1, T2, ..., 2,) € Q.
Tada funkciju
U(:I?) = u(xa¢1(x)a'~~a¢n(z))v T = (‘Tla-'-axn) € (3133)

zovemo obvojnicom familije funkcija {u(x,a)}aca.

Koristeéi obvojnicu, mozemo konstruisati novo rjesenje nelinerane diferencijalne
jednadzbe slicno kao i kod parcijalnih jednadzbih sa dvije nezavisno varijable.

Teorem 3.4.1. Pretpostavimo da je u = u(x,a) rjesenje jednadzbe (3.130) za
svako a = (a1, ...,a,) € A. Pretpostavimo da obvojnica v definirana sa (3.132) i
(3.133) postoji i da je C' funkcija. Tada je v, takoder, rjesenje jednadzbe (3.130).

Dokaz. Diferenciranjem funkcije

V(X1 Tn) = W@y Ty O1(T1y e Ty e G (X1, Tn))

po x; dobivamo da jeza i =1,2,...,n

ov(z)  Ou(z,d1(x),...,¢n(x)) N i: ou(x, p1(x), ..., on(x)) 0¢;(x)

Ox; Ox; , Oa; 0x;
j=1
_ Oul@,61(2), -, dn(@)) , na osnovu (3.132).
81:1-
Dakle, za svako = = (z1,...,%,) € Q je
ov(x) _ ou(z, p1(x), ..., on(x))
pa je
Ov v
F <x1,x2,...,xn,v,ax1,...,8mn> =

O
Rjesenje v koje se spominje u prethodnom teoremu nazivamo singularnim inte-

gralom jednadzbe (3.130).
Neka je A’ C R"~! i odaberimo neku C' funkciju h : A’ — R takvu da joj
grafik lezi u A.
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Definicija 3.4.3. Opéi integral jednadzbe (3.130) je obvojnica v’ = v'(x1,...,x,)
familije funkcija

W(T1, o Ty @1y A1) = W(T1, e Ty 1y ey 1, B(a, . an—1)),

gdje (x1,...,x,) € Q i (a1,...,an—1) € A, pod pretpostavkom da obvojnica
postoji i da je C' funkcija.

Drugim rije¢ima, prilikom nalazenja obvojnice smatramo da je parametar a,,
funkcija od nezavisnih parametara ay,...,an—1, tj. a, = h(ay,...,a,—1). Dakle,
od potpunog integrala koji zavisi od n parametara aq,...,a, pravimo rjeSenje
koje zavisi od proizvoljne funkcije h od n — 1 nezavisno varijabli.

3.4.2 Metoda Lagrange-Charpita za nalazenje potpunog in-
tegrala

Sada ¢emo opisati metodu za nalaZenje potpunog integrala jedandzbe (3.130), a
onda, kao $to smo vidjeli, mozemo naci i ostala rjesenja.

Pretpostavimo da rjeSenje u = u(x1, ..., xz,) zadovoljava i parcijalnu diferen-
cijalnu jednadzbu

ou Ou ou
G J T2y ey Ty Uy = =, —— | = 0. 3.134
(xl 2 Tny U Ox1’ Oxo (95%) ( )
U nastavku ¢emo vidjeti da nece biti potrebe odredivati funkciju G.
Stavimo da je
Jou o Pu . OF L OF . 0F
Pk = axk7pk:l - axkamla T — al'k’ u — au7 P — 6pk7
oG oG oG
Gy = —, Gy = —, = —.
T 9y ou’ P Opy
Uzimajudéi izvod jednadzbe (3.130) po z; za i = 1,2,...,n dobivamo
6x2- ou pi 8”1' it auz tin =
Sli¢no, za (3.134) imamo
0G 0G  0G . 9G
3:17i 3u i 6‘uz i 8’[1,1 me
Skup ovih jednakosti mozemo napisati u matri¢nom obliku
0 Fzzzl p1 P11 o Pin Fu1
= +E | s+ (3.135)

163



3.4 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa vise od dvije
nezavisne varijable

0 G, D1 Pin o Pin Gu,

=l e ]| S

0 Ge, Pn P10 Pon) \Gu,
Pomnozimo matri¢nu jednadzbu (3.135) sa vektorom (Gy,, ..., Gp,) a matriénu
jednadzbu (3.135) sa vektorom (Fj,,...,F},) i oduzmimo tako dobivene dvije

skalarne jednadzbe, dobivamo

n

Z(Fpk Gay + Ly Pk Gu — Gp Loy + kakau) =0
k=1

ili

Fp Gy + -+ Fy Ga, + (Z Fpkpk> e

k=1
— (Fy, +p1Fu)Gp1 == (Fy, + )Gy, =0,

sto je kvazilinearna parcijalna diferencijalna jednadzba za G. Ova jednadzba je
ekvivalentna sa sistemom

d dn d _d _dn
R Pr = T%n(3.136)
Fp

. F, & F., +mF F., +u,F,
Pn ZFpkpk (x 1u) (ac nu)
k=1

Nije tesko vidjeti da je F(x1,...,Zn,u,p1,...,pn) = C prvi integral sistema
(3.136). Pored toga, neka su

wi(x1, .o T, u P, o) =Cy i=1,...,n—1 (3.137)
nezavisni prvi integrali sistema (3.136) takvi da je F razli¢ito od ¢; za i =
1,...,n — 1. Neka [f, g] oznacava Jacobi-Mayerove zagrade koje su definirane sa

n n
of 99  Of 0y of 99 Of g
gl =3 (SE 00 L 09 sy (9100 S99

= Oxy, Opr  Opi Oz — Ou Opx,  Opg Ou
odnosno

_ Jxr  Ou du Ou
hol=2 o) a5 v 2 os O
T |0z, Ouy B ou Ouy

Neka su integrali (3.137) u involuciji jedan s drugim, tj. neka je
[(101790]]207 27.]:177”_11 27&]
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3.4 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzZbe sa vise od dvije

nezavisne varijable

Pretpostavimo da se sistem

Sol(xla

Qpn—l(-rlv
F(S(}l,

ey Ty Uy Py - -

ey L, UyP1y -

ey Ty Uy Py - -

. Pn)

sPn)

. Pn)

Cl7

On—lv

moze rijesiti po p,...,p, tako da je

p1 :1/)1(561,---,SUmU,Cl,-uaCn—l),
D2 :wQ(xlr--axnauacla"'7c’n—1)a

(3.138)
DPn :wrz(xla'"axnauaola--wcnfl)'

Tada je (3.138) potpuno integrabilni sistem koji se rjeSava na slian nacin kao
potpuno integrabilan sistem od dvije jednadzbe. RjeSenje tog sistema ¢e da zavisi
od n konstanti i predstavlja¢e potpuni integral jednadzbe (3.130).

Primjer 3.4.1. Nadéi potpuni integral jednadzbe
pa(l —p1) =21 — .

Rjesenje. Kako je F = po(1 —p1) —x1 +u to je F,,, = —1,F,, = 0,F, =
1,F,, = —p2, F,, =1 —p1. UvrStavajuéi to u (3.136) dobivamo sistem

dry  dwo du dp1 __@

e — - = 3.139
D2 1—p1 p2—2p1ip2 1-p1 D2 ( )

Koristeéi prvu i petu, te drugu i ¢etvrtu jednadzbu sistema (3.139), imamo

dr1 =dps, dxo=dp:

ili

ou
p2 = — =1 + Cy, =z + Ch,

- 81'2

gdje su C i Cy proizvoljne konstante. Rjesavajuéi ovaj sistem dobivamo

_ou
p1—ax1

U = T1T2 + 01562 + Cgllil + 03.

Poslije uvrstavanja u polaznu jednadzbu imamo Cs = C1Cy — C; pa je

| u(w1,25) = 215 + C1p + Cozy + C1Cy — Ch.

Primjer 3.4.2. Nadéi potpuni integral jednadzbe
F(plvaa e 7pn) =0.
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Rjesenje. Pretpostavimo da se F(p1,pa,...,pn) = 0 moZe rijesiti po py,, tj.

neka je p, = F(p1,....,pn—1). Kako je Fy, = --- = F,_ =0, to sistem (3.136)
postaje
dp__dpa
o 0’

odakle slijedi da je

pr=oa, k=1,2,...,n
gdjesuay,as, ..., a,_1 proizvoljne konstante takve da je a,, = f(a1,az2,....,an_1).
Potpuni integral je dat sa

n—1
u = Z arxy + fla1,a2, ..., an_1)x, +0.
k=1

U ovom rjesenju b je proizvoljna konstanta. ¢

Primjer 3.4.3. Nadi potpuni integral jednadzbe

Pn = f(u1p11p27 e 7pn71)~

Rjesenje. Kako je F,, =---=F, =0, sistem (3.136) postaje
dpv _ . _ dpn
D1 Pn ’

odakle slijedi da je
D =ajpn, j=12,....,n—-1

gdje su ay,as,...,a,—1 proizvoljne konstante. Pretpostavimo da iz

F(uupla"'7pn) = F(u7a1p17"'7anpn) =0

mozemo dobiti p, = f(u,a1,...,a,—1). Tada ovo moZemo posmatrati kao diferen-

cijalnu jednadzbu u kojoj je u funkcija a x,, nezavisno varijabla, a 1, Z2,...,Tn_1

iay,as,...,a,—1 parametri. Tada iz T = f(uyaq,....,an—1) dobivamo razd-
In

vajanjem varijabli

du / du /
=dz, = = | dv, = 2,+Ci(x1,...,T0n_1),
f(uaalv"';an—l) " f(uvalv"'7an—1) " " ( " )
gdje je Cy(x1, ..., Tn—1) nepoznata funkcija koju treba odrediti. Diferenciranjem
izraza i
U
=T +Cll‘1,...,£€ —1
/f(u7a1>---;anl) " ( " )
po x1, smatrajuéi da je u = u(zyq,...,x,), dobivamo
1 8711 o 801
f(u7a17"'aan—l) axl a1’1-
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Kako je
0
p1 = 67.;111 = Q1Pn = alf(uvalv cee 7an—1)7
iz prethodne jednakosti dobivamo
aC
a; = 871 = Cl(l’l, . ,.’En) =a1xr1 + CQ(.TQ, . 71'77,,1).
Z1
Dakle, imamo
/ du +aymy + Csf ) (3.140)
=z, +az Toyeouy Tp1). .
f(uaala 'aan—l) e 22 !

Diferenciranjem jednadzbe (3.140) po xo, koriste¢i Cinjenicu da je ps = aguy,
dobivamo da je

/ du + a2y + asws + Ca )
=T 121 + Q272 3\T3, ..., Tn—-1),
f(uaah .70%,1) " "

gdje je C3(xs,...,r,—1) nepoznata funkcija koju treba odrediti. Nastavljajuéi
na ovaj nacin dobivamo da je potpuni integral dat sa

du n—1
= apxk + b.
/f(uvalvaﬂa"'aanfl) ]; F k+ n+
U ovom rjesenju b je proizvoljna konstanta. ¢

Primjer 3.4.4. Nadi potpuni integral jednadzbe

n

> filwrpr) = 0.

k=1

Rjesenje. Kako je F, = 0, izjednaCavajuéi jednadzbu k (k < n) i jednadzbu
(k+mn+1)u (3.136) dobivamo

dfy/Oux  Ofy/0x)’

odakle slijedi da je

Of Ofk _ _
aimkdxk + depk =0= fk(xkypk) = Gk,

gdje su aq,...,a,_1 proizvoljne konstante. Iz

n n
D fulwnpr) =Y ar =0,
k=1 k=1
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n—1
dobivamo da je a, = — Zak. Pretpostavimo da se iz fi(xg,pr) = ar moze
k=1
izraCunati pg, tj. pretpostavimo da postoje funkcije g5, takve da je pr = gi(xg, ax)
i fr(zr, gk (2K, ar)) = ag. Tada se slicno kao u prethodnom primjeru moze vidjeti
da je potpuni integral dat sa

n

= (/gk(xk,ak)dxk> +b.

k=1

U ovom rjesenju b je proizvoljna konstanta. ¢

Primjer 3.4.5. Nadi potpuni integral Clairautove parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe

n
u = Z.Ikpk =+ f(pl, C ,pn).

k=1

Rjesenje. Stavimo da je
F=u—=Y app+ (P pn)-
k=1
Kako je F,, + F,pr = 0, to zadnjih n izraza u (3.136) postaje

dp1 _ . _dpn
0 0’

odakle slijedi da je

Pk = ag, k:1727"'7n7
gdje su aj,as,...,a, proizvoljne konstante. Jednostavno se moze vidjeti da je
potpuni integral dat sa

n—1

u = Zakxk + f(ar,a2,....,an).
k=1

U ovom rjesenju b je proizvoljna konstanta. ¢

3.4.3 Cauchyjeva metoda karakteristika

U ovom dijelu ¢emo ponovo posmatrati opéu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

oblika
b Ju Ou o du
"0xy dxy " Oz, )

gdje z = (1, x9,...,2,) € R CR™ i Q je otvoren skup,

F(ajl,xg,...,xn, (3.141)

F:OxRxR*" =R
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je poznata funkcija, a u : @ — R je nepoznata funkcija, tj. v = u(zy,...,z,).
Stavimo da za i = 1,2,...,n, vrijedi
ou(xy,...., Tpn)
i = pi(T1,. . Tn) = Tn

Sada ¢emo formulisati Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti za opéu parcijalnu
diferencijalnu jednadzbu prvog reda:

Definicija 3.4.4. Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti za jednadzbu (3.141)
sastoji se u nalazenju funkcije u = u(x) koja zadovoljava identicki jednadzbu
(3.141) ¢ pocetne uvjete

1 = @l(th"'atn—l)
Ty = @a(ty,...,th_1)
: (3.142)
Ty = San(tlyu-atn—l)
u = ‘Pn+1(t17~--atn—1)

gdje su (t1,...,tn—1) € Q1 C R parametri, a o1(t1,. .. tn_1),- -, @n(t1, - tn_1),
Ona1(tt, .-, tn_1) date funkcije.

Za funkcije @;(t1,...,th—1) (E=1,2,...,n+1)i F(z1,...,Zn,u,P1,-.,Pn)
pretpostavljamo da su dovoljno puta neprekidno diferencijabilne.

Cauchyjeva metoda za rjeSavanje Cauchyjevog problema (3.141)-(3.142) svodi
se na nalazenje rjesenja Cauchyjevog problema sistema obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi, kojeg zovemo karakteristicnim sistemom,

@ — — dxy, _ du _ —dp: _ _ —dpy, —ds
F,, E,, n (Fy, +p1Fy) (Fy,, + pnFy) ’
> Foup
k=1
Ovo se mozZe napisati u obliku
dl‘i
= F,
ds P
du - .
o = > Fppe, i=1,....n, (3.143)
k=1
dpi
= Fw iFu7
ds ;TP
gdje je
oF OF oF
Fm’ :77F’IJ4:77F~:7a
o Oz ou’ *  Opy
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3.4 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadZbe sa vise od dvije
nezavisne varijable

sa pocetnim uvjetima za s =0 :

21(0) = p1(t1,. - tn-1),

Zn(0) = @n(ty, ... tn_1),
U(O) :@n+1(t1,...,tn_1), (3144)
pl(O) (0)(t1,...,tn_1),

pu(0) = pP (t1, - 1),

gdje su funkcije (pl(t1, . ,tn_ ) ey ‘Pn(th .. tn—l), (pn+1(t1, . ,tn_1) defini-
rane sa (3.142) a pgo)(tl, cestn_1),. .. ,p% )(tl, ..., tp—1) su rjeSenje sistema

F(o1(t)s o pn(t), o1 (), 07 (1), ... . p2 (1)) = 0,
890n+1(t) _ zn:p(o) (t) a‘pi (t)

i

Oty — oty
8<Pn+1 8901
(‘%n 1 z; atn 1

Kao rezultat rjesavanja Cauchyjevog problema za karakteristi¢ni sistem dobivamo
funkcije u = u(t1, ..., th-1,9), ; = ;(t1,.. ., tn-1,8), (=1,2,...,n).

Definicija 3.4.5. Krivu

Ty = ‘Tl(tla"wtn—las)a

o = ﬂfg(tl,...,tn_l,s),

I = xn(tl,...,tn_l,s),
za fiksno t = (t1,...,tn—1) zovemo karakteristikom.

Rjesenje v = u(xy,s,...,x,) Cauchyjevog problema (3.141)-(3.142) éemo

dobiti eliminacijom parametara iz funkcija u = u(t1, ..., th—1, ), ; = ;(t1, ..., tn-1,8)
(1 =1,2,...,n). Na osnovu teorema o implicitno zadatoj funkciji za to je dovoljno
da je

Fpl sz e Fpn

a( IR R
T1,T2y...,Tp ty t1 t1
J(tq, t s) = = ) . . 0.
(1 nh ) 8(t17t27~-~-atn) : . : #
231 dxa - Oxp
Otn_1  Otn_1 Ot _1
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Lako je vidjeti da je

0 0 0
Fp(l) FISQ) o ngn)
%fl 2f2 . %gg
B G ¢
J(t1, .o tp1,0) =] . S
o1 g Opn
Otn_1 Otn_1 Otn_1
gdje je
F(O) - (wl(tlv .. 7tn—1)a R gon-‘rl(th o 7tn—1)ap50)(t1a s 7tn—1)7 .. 7p510)(t17 Y
zat=1,2,...,n.
Teorem 3.4.2. Pretpostavimo da je za neku tacku (t§0)7 . ,tg)zl) € R"! zado-

voljen uvjet
JEV 19 0) £ 0.

»Yn—1>

Tada rjesenje u = u(ty,...,tn—1,8), T; = xi(t1,...,tnh—1,8), (i = 1,2,...,n)

karakteristicnog sistema sa pocetnim uvjetima (3.144) daje rjesenje u = u(x1, xo, . ..

Cauchyjevog problema (3.141)-(3.142) u nekoj okolini tacke

0 0 0 0
(r (8t ), e, ).

sbn—1 »Yn—1

Dokaz. Na osnovu sistema (3.143), imamo
n

%:ZF dlerF*jLZ ppo,

=1

:ZFmei +Fuzpini —ZFi(Fupi—‘eri)EO
i=1 i=1 i=1

Ovo znadi da je funkcija F(x1(t,s),...,zn(t, ), u(t, s),p1(t,s),...,pn(t,s)) inte-
gral sistema (3.143). Na osnovu pocetnih uvjeta, imamo
F(‘Tl(ta 0)7 ceey In(ta 0)7 U(t, 0)3p1(tﬂ 0)7 cee 7pn(t7 O))
- F(Sal(t)v SRR (Pn(t)a @n—!—l(t)vpg())(t)v cee 7p’SLO)( )) =0
pa je
F(z1(t,8),...,z,(t,8),ult,s),pi1(t,s),...,on(t,s)) =0.

Da bismo dokazali teorem dovoljno je dokazati da se p; identi¢no podudaraju

sa parcijalnim izvodima % za (i = 1,2,...,n) funkcije u = u(xy,29,...,2n).
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Napomenimo da je determinanta sistema

~ O _ Ou
295 T Bs
=1
O Ou
2oot T ot
1=1
2 xy o ou
i—1 atn—l vi B atn—l ’
gdjesuyi, yo, - . ., Y, nepoznate, datasa J(t1,...,tn_1, s). Kako je J(tgo), ... ,tglo_)l, 0) #

0, to postoji neka okolina tacke (tgo), . ,tglo_)l, 0) u kojoj je determinanta ovog

sistema razlicita od nule, pa u toj okolini ovaj sistem ima jedinstveno rjeSenje po

Y1,Y2, - - -, Yn. Primjenom lan¢anog pravila, zamijenom varijabli (t1,...,t,—1,$)
sa varijablama (z1,...,z,) u funkciji u(t1,...,t,-1,s), dobivamo
" Ou Ox; ~ Ou
L Qx; s Os’
1=1
" du dx; _ Ou
- Bxl 8t1 o Btl ’
1=1
" du Ox; B ou
P 830,» 8tn_1 n 6tn_1 ’
pa na osnovu recenog imamo da je y; = % za i =1,2,...,n. Da bismo komple-

tirali dokaz teorema potrebno je da dokazemo da su izrazi

" 81'1 8u
Up = —p; - =
0 ra aS Di (987
" dx; ou
=3 - o
! at, ¥ ot
i=1
Un = i T )
; Bty 1’ Ot
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identic¢ki jednaki nuli u posmatranoj okolini. Zaista, na osnovu (3.143) imamo
da je Uy =0i

8U1 8U0 - 61‘1 “ 8])1'

= Fupi+Fp,)— F, —
ds Oty ;( uPi+ I’”)E)tl +Z Proty’
oUy;  0Uy

n 8:13@ "
P = ;(Fupz + F, o Z pi at (3.145)

OUp—1 oUp - ox; - Op;
9s ot ’;(F"pﬁF )8tn ; +2_ b ET

=1

Kako je

F((El(th N ,tnfl,s), . 7£Cn(t1, . ,tn,hs),u(th N ,tnfl,S),
pl(tla . ,tn_l,s),. .. ,pn(tl, “e ,tn_l,s)) = 07

diferenciranjem po t1,to,...,t,_1 dobivamo

oF "\ Opi
8t272Fx’6t F7+ZF“8]Z =0,

OF 2 ox; ou - Op;
=N F, F, Fp, = = 0.
atn—l z:zl ’ 8tn—1 + atn—l + z:zl be atn—l

Koristeéi prethodno, jednadzbe (3.145) se mogu napisati u obliku

n

7—F Z &C’ “81 R

n

——FZ &" ua = ~F,Us,

2

3Un 1 3u
=F, - F—=—-FU,_.
Js szatn ) “8tn,1 uUn—1

Odavde imamo da je
Ui(tl,tg, ceytn_1, S) = Ui<t17t2, ceiytn_1, 0)€f0 F’/‘dr,
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zai=1,2,...,n— 1. Kako je U;(t1,ta,...,t,—1,0) = 0 ako i samo ako je

a(107L+1 (t) _ - p(o) (t) 8<pk (t)

ot &=tk oty
to dobivamo da je U;(t1,ta,...,tn—1,5) = 0 u posmatranoj okolini. Ovim smo
dokazali da je p; = 2% za i =1,2,...,n. O

azi
Na sljede¢em primjeru ¢emo demonstrirati prethodno izlozeno.

Primjer 3.4.6. Naci rjesenje Cauchyjevog problema

x1pi + xops + x3p3 +u =0,
r1 + T = u,
T3 = X1T2.
RjeSenje. Stavimo
F(xhx??m?n uaplap2ap3) = $1p§ + .Tng + .’I,'3p§ + u.

Tada je karakteristicni sistem dat sa

dry _ dzo _ dxs _ du
2xip1 2xapy  2w3ps 2(x1pi + waps + a3p3)
_ —dpq _ —dps _ —dps —ds
pi(pr+1)  p2p2+1)  ps(ps+1) '
Iz sistema imamo da je
—dp:
Wi s, (i=1,2,3).
pi(pi +1)
Integriranjem dobivamo da je
Cipi s 1 .
= ‘S:> i = =", Ci 07 :1,2,3.
‘Pi—Fl € p(S) C’ies—l 7& ‘
. : (0 1 ).
Odredimo konstante C; tako da je p;(0) = p; . Iz p;(0) = o7 —Pi imamo
. 1 ’
daJeCizl—i-W,pap
(0)
D;
pi(s) = .
(" + es = p,”
Pored toga, iz sistema imamo da je
dz; dz; ©
- ds = Yi _ 2 Pi ds,
2ripi zi (p” 4 1)es - pl¥
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pa integriranjem dobivamo

Li

|
nDi

(0)

p;

:2/f<m+n s =25+ 20 0 — (14 )¢,
p; e’ —p;

odakle slijedi
i(s) = Dy~ 22l =)l ;1 9 3,

gdje su D; # 0 (i = 1,2,3) konstante. Odredimo konstante D; tako da je
x;(0) = :cgo). Kako je z;(0) = D;, to je D; = xEO), pa je

zi(s) = x50)6—2s+21n 1p{” —(14p{)e®| _ 1‘50)6_28 (PEO) (1 +p(0)> )2’ i=1,2,3.

Kako je F(x1,22,x3,u,p1,p2,p3) = 0 prvi integral karakteristicnog sistema, to
je

u(s) = —z1(s)pi(s) — wa(s)p3(s) — w3(s)p3(s).
Stavimo da je x1 = @1(t1,t2) = t1 1 x3 = @a(t1,t2) = to. Tada iz poletnih
uvjeta imamo x3 = p3(t1,t2) = t1te i u = w4(t1,t2) = t1 + t2. Odredimo funkcije
pgo) (t1,t2), p (0 )(tl,tg) ipéo)(tl,tg) iz sistema

F(p1(1), @3(t), 03(t), 0a (1), 07 (£), 57 (£), 57 (£)) = 0,

Opy(t 01 (t O (t 0
pal(t) = p! (t) ©1(t) —l—pgo)(t) 210 +p§0)(t) 0s3( )7

Do) sontt) 0 0
palt) (o) w1(t (0) wa(t (0) p3(t
6t2 - pl (t> 8t2 + p2 (t) at + p3 (t) 5t2 )

koji je ekvivalentan sa sistemom

() (t1,82))2 + ta (pS (11, 82))2 + trta(pS” (11, £2))? + by + to = 0,
1= pﬁ )(tlatZ) + tng, )(t17t2)7
1= péo) (t1,t2) + tlpéo) (t1,t2),

Rjesenje ovog sistema je

POty = M=+ FVI/—hba(h(h+2) +h (5 +2)
L by (t1 +t2 +2) v

POt 1) = ta (t2 =t +2) T V2y/—tata (s (b1 +2) 12 (2 + 2))
P to (t1 +t2+2) ’

2t1ts £ V2\/—tity (t1 (t1 +2) + ta (t2 + 2))
tits (t1 + 12 + 2) '

Péo) (t1,t2)
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Rjesenje Cauchyjevog problema dobivamo zamjenom xgo)

pgo) (t1,t2) u jednadzbama

sa @;(t1,t2) i PE )

m(s) = 2l (p” = (14 p{")e
xo(s) = xéo)e_%( o _ 1—|—p )e

)
)
x3(s) = ch()}0)6—23 (péO) 6)2

pa dobivamo rjesenje Cauchyjevog problema u parametarskom obliku

2
21 (b ta,8) = tre™> (p1” (k1 t2) = (140 (11, t))e”)

2
2a(t ta,8) =t (p) (11, 1) = (149 (01, 12))e )

_ —2s (, (0) 0) 5\
x3(t1,t2, 5) = titse ( (t1,t2) — (1 +p3 (t17t2))€),

P 2
t,t
u(tlatQaS) = _xl(tl,tQ,S) < (0) ( ! 2) 0) )
(p1” (t1,t2) + 1)es —py 7 (t1, t2)
e 2
ti,t
- «IQ(t17t275) ( (0) ( s 2) ( ) )
(py (t1,t2) +1)es — py ' (t1,t2)

2
p (tlatQ)
- 953(751715275)( © 3 ) ) }
(p3” (t1,t2) + 1) — p37 (t1, t2)

3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Njemacki matematicar J. F. Pfaff je proucavao specificnu vrstu diferencijalnih
formi oblika

P(z,y,z,...)de+ Q(x,y,2,...)dy + R(z,y,2,...)dz+ ...,

176



3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

gdje su P,Q, R, ... funkcije vise varijabli. Ovi izrazi predstavljaju osnovu onoga
$to danas nazivamo Pfaffovim diferencijalnim jednadzbama. Pfaff je dao vazne
doprinose u klasifikaciji takvih jednadzbi i prou¢avanju njihovih rjesenja. Pfaffova
diferencijalna jednadzba ima znacajnu ulogu u matematici jer je povezana s teori-
jom diferencijalnih formi, koja je kasnije formalizovana kroz rad matematicara
poput E. Cartana. Cartan je prosirio i generalizovao Pfaffove ideje, povezujuéi
ih s modernom geometrijom i teorijom integrabilnosti. Pfaffove diferencijalne
forme i jednadzbe predstavljaju vazan alat u primjenama matematike u razli¢itim
naucnim disciplinama. Povezuju se sa linijskim integralima, poput odredivanja
rada u fizici, i omogucavaju aksiomatsku formulaciju temelja termodinamike, koju
jerazvio Carathéodory. Osim toga, Pfaffove diferencijalne jednadzbe nalaze prim-
jenu u problemima odredivanja ortogonalnih trajektorija. U brojnim granama
inZenjerstva i prirodnih nauka Cesto se koriste u rjesavanju parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi.
Izraz oblika

n
ZFi(xl,xg, . ,xn)dxz
i=1

naziva se Pfaffova diferencijalna forma, a jednadzba
n
ZFz‘(CEhﬂCQ, cosTp)dr; =0
i=1

je poznata pod imenom Pfaffova diferencijalna jednadzba, pri ¢emu su F;, i =
1,2,...,n, funkcije n nezavisnih varijabli z1,xo, ..., Ty.

Vazno je napomenuti da postoji temeljna razlika izmedu Pfaffovih diferen-
cijalnih jednadzbi sa dvije varijable i onih sa ve¢im brojem varijabli. U ovom
poglavlju éemo se detaljno baviti rjesavanjem Pfaffovih diferencijalnih jednadzbi
sa tri varijable za koje ¢emo pokazati da se problem njihovog rjesavanja svodi na
problem rjesavanja sistema parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Medutim, prije toga ¢emo se kratko osvrnuti na Pfaffove diferencijalne jed-
nadzbe sa dvije varijable.

3.5.1 Pfaffova diferencijalna jednadzba sa dvije varijable

U slucaju dvije varijable z i y, Pfaffova diferencijalna jednadzba glasi
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, (3.146)
gdje su P i Q funkcije koje zavise od z i y. Cilj je pronaci rjesenje oblika
d(x,y) = C, (3.147)

pri ¢emu smo sa C' oznadili proizvoljnu konstantu, Sto nam predstavlja jednadzbu
jednoparametarske familije krivih u ravni, ¢ija je tangenta u svakoj tacki odredena
Pfaffovom diferencijalnom jednadzbom.
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Ako su P i @Q takvi da je diferencijalna forma Pdx + Qdy egzaktna ili inte-
grabilna, tj. ako se moze napisati u obliku d¢, tada se jednadzba (3.146) moze
napisati kao

0 0
dola.y) = G y)de + 50 )y =0,

Iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi znamo da je tada funkcija ¢ data sa
x Y
o) = [ P+ [ Qi
Zo Yo

U suprotnom, tj. ako Pdx+Qdy nije egzaktna forma, diferenciranjem rjesenja
(3.147) dobivamo
9¢ ¢

99 (2, y)dz + 22 (z,y)dy = 0.
5y (& Y)dz + ay(ﬂmy) y=0
Odavde i iz (3.146) slijedi da je
dy P %
F=—s =0
dx Q 5
tj.
9¢
P_ &
¢
© %
odakle slijedi da je
10 10
109 _19¢ (3.148)
Poxr QO0oy
Oznacimo zajednicki omjer u (3.148) sa p(z,y). Tada je
Do) = bly)PEy).
¢

MnoZenjem obje strane jednadzbe (3.146) sa u(x,y) dobivamo

,U,(QT, y)P(‘T7 y)dx + ,U/(aj? y)Q(‘Tv y)dy =0,

ili
o¢ ¢

— d — dy =0,
5y (& Y)dz + 9y (z,y)dy
odakle vidimo da jednadzba (3.146) postaje egzaktna. Funkciju p(z,y) zovemo
integracioni faktor, i ona nam omogucava da diferencijalna forma postane egzak-
tna. RjeSenje odgovarajuce diferencijalne jednadzbe je dato opet u obliku (3.147),
pri cemu je

Y

o) = [ uttn) Pt + [ ple0Qe. ot

0 Yo
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Tako vidimo da u ovom slucaju postoji rjeSenje odgovarajuce diferencijalne jed-
nadzbe, istaknimo da pronalazak integracionog faktora nije nimalo lagan zadatak,
i najcesce ga je moguce odrediti samo za neke specijalne tipove diferencijalnih
jednadzbi, dok za vec¢inu to nije moguce uraditi.

3.5.2 O Pfaffovoj diferencijalnoj jednadzbi sa tri varijable
Pfaffova diferencijalna jednadzba sa tri varijable ima oblik

P(a,y,2) dz + Q(x.y,2) dy + R(z,y,2) dz = 0, (3.149)

gdje su P, @ i R funkcije od z, y i z. Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu (3.149)
mozemo napisati u vektorskom obliku kao

X -dr =0,

gdje je X = (P,Q, R) i dr = (dz,dy, dz).
Za Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu (3.149) zanima nas rjesenje oblika

flz,y,2) =C, (3.150)

gdje je C proizvoljna konstanta, sto predstavlja jednoparametarsku familiju povrsi
u trodimenzionalnom prostoru. Ako izraz (3.150) napisemo u obliku

z=g(z,y), (3.151)
i izraz (3.149) u obliku
P(z,y,2) Q(z,y,2)
_ _ 152
o R(z,y,2) - R(z,y,2) . (3.152)

primje¢ujemo da izraz (3.151) identicki zadovoljava jednadzbu (3.152), tako da
imamo

0z P(z,y,z) 0z  Qz,y,2)

% __R(l‘7zJ’Zl)7 aiy B R(x’y’z)’
Sto predstavlja sistem parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Vidimo
da se Pfaffova diferencijalna jednadzba moze tretirati kao sistem parcijalnih difer-
encijalnih jednadzbi.
Sliéno kao i u prethodnom slucaju, ako postoji funkcija u(z,y, z) takva da
vrijedi

du(z,y,z) = P(z,y,z) dz + Q(=,y,2) dy + R(z,y, 2) dz,

tada se kaze da je jednadzba (3.149) egzaktna, a njeno rjesenje je dato u obliku
u(z,y,z) = C,

gdje je C proizvoljna konstanta, i predstavlja familiju povrsi u trodimenzionalnom
prostoru. Ako jednadzba (3.149) nije egzaktna, kao i u slu¢aju sa dvije varijable,
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

moguée je pronadi funkciju p(z,y, z) (integracioni faktor), i funkciju u(zx,y, 2)
takve da vrijedi
uPdx 4+ pQdy + pRdz = du.

Sada ¢emo ilustrirati kako se moze formirati Pfaffova diferencijalna jednadzba
ako je zadata jednoparametarska familija povrsi u trodimenzionalnom prostoru,
koja (familija) predstavlja njeno rjesenje.

Primjer 3.5.1. Naéi Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu koja odgovara familiji
povrsi
3z 4 2%y = C,

gdje je C parametar.

RjeSenje. Totalni diferencijal gornjeg izraza daje
d (mgz + x2y) =0,
odnosno,
3 dz + 3%z dx + 2 dy + 2zy dx = 0,

odakle slijedi
(322 + 2zy)dx + 2? dy + 2® dz = 0,

i nakon dijeljenja sa x # 0 dobivamo da trazena Pfaffova diferencijalna jednadzba
koja odgovara zadatoj familiji povrsi glasi

(32 + 2y)dx + xdy + 2% dz = 0.

¢

Primjer 3.5.2. Naéi Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu koja odgovara familiji
povrsi
xy = C(a — 2),

gdje je C' parametar.

RjeSenje. Data familija povrsi je jednoparametarska familija povrsi i moze se

zapisati kao
xy

a—z

=C.

Totalni diferencijal gornjeg izraza daje

odnosno,
(a — 2)d(zy) —zyd(a — 2)
(a—2)?

180



3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

odakle slijedi da je trazena Pfaffova diferencijalna jednadzba koja odgovara zada-
toj familiji povrsi data sa

‘(afz) (xdy 4+ ydz) + xydz = 0.

3.5.3 Integrabilnost Pfaffovih diferencijalnih jednadzbi

U ovoj sekciji ¢emo izvesti potrebne i dovoljne uvjete integrabilnosti Pfaffove
diferencijalne jednadzbe i pokazati da ako je Pfaffova diferencijalna jednadzba
integrabilna, nije potrebno eksplicitno odrediti integracioni faktor kako bi se do-
bilo njeno rjesenje. Naime, odredivanje integracionog faktora cesto moze biti
slozenije od samog pronalazenja rjesenja problema.

Prije nego $to odredimo uvjete pod kojima je Pfaffova diferencijalna jednadzba
(3.149) integrabilna, dokazat ¢emo dva rezultata u obliku sljedeée dvije leme koje
¢e nam biti korisne u izvodenju tih uvjeta.

Lema 3.5.1. Potreban i dovoljan uvjet za postojanje relacije oblika F(u,v) =0
izmedu dvije funkcije u(x,y) i v(x,y), koje ne sadrie x iy eksplicitno, jeste da
je Jakobijan od u,v u odnosu na x iy nula, odnosno

Dokaz.
Uvjet potreban:
Bududi da je F(u,v) = 0 identitet, diferenciranjem po z i y dobivamo:

OF Ou aFav_O OF Ou  OF dv

Gudr owor " duoy Toway

Eliminacijom 30—5 dolazimo do:

OF O(u,v)
ou O(z,y)

Buduéi da F zavisi od obje varijable u i v, slijedi da je 88—5 %0, pa je

Uvjet dovoljan:
Ako se eliminira y iz v = u(x,y) i v = v(z,y), dobivamo relaciju oblika

F(u,v,z) = 0.
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Diferenciranjem u odnosu na x i y dobivamo:

OF OFOu OF ov

ox + 8u3m+ avax_o’
OF Ou L oF OF Ov _0
oudy vy ’
Eliminacijom %—f, dolazimo do:
87F@+87F8(u,v)_ " 8F8v_
ox oy  Oud(z,y) VB Ay

Posto je v = v(z, y), slijedi da % #0, pa je %—f =0, tj. F ne sadrzi x eksplicitno.
Slicno, F' ne sadrzi y eksplicitno. O

Lema 3.5.2. Neka je X vektorska funkcija od x,y, z takva da vrijedi X-(VxX) =
0, te u funkcija od x,y, z. Tada vrijedi:

(1X) - {V x (uX)} = 0.

Dokaz. Neka je X = (P,Q, R). Tada vrijedi:
X9 % 0y = o (200N g (B D))

dy 0z ox
(nQ)  O(pP)
okt < oz oy >

_ OR _9Q oP OR 9Q opP
ks {P<8y 82>+Q<3z 8x>+R<8m ay)}
{PRa“—PQ +PQ QR +QR8H PR(;“}

= p*X - (Vx X)=0.

O

Sada se vra¢amo na Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu (3.149). Sve takve jed-
nadzbe nisu uvijek integrabilne. Medutim, ako moZemo naéi funkciju u(z,y, 2)
takvu da izraz pu(Pdz + Qdy + Rdz) bude totalni diferencijal d¢(x,y, z), tada
jednadzba (3.149) postaje integrabilna. Funkcija p(z,y, z) naziva se integracioni

faktor, a funkcija ¢(x,y, z) naziva se primitivnom funkcijom diferencijalne jed-
nadzbe (3.149).

Teorem 3.5.1. Potreban ¢ dovoljan wvjet da Pfaffova diferencijalna jednadzba
X -dr = 0 bude integrabilna je da vrijeds

X -rotX =X-(VxX)=0, (3.153)

gdje je X = (P,Q, R) i dr = (dz,dy,dz).
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Dokaz.

Uvjet potreban:

Pretpostavimo da je jednadzba X-dr = 0, tj. Pdx+Qdy+ Rdz = 0, integrabilna.
Tada postoji povrs oblika ¢(x,y,z) = C, gdje je ¢ neprekidno diferencijabilna
funkcija i C' konstanta, takva da je

19J0) 0¢ dp .
8xdm+ aydy+ achz—O

i postoji integracioni faktor u(z,y, z) takav da vrijedi:

_99 _9¢ _9¢
“P’ax’ pQ = ay’ pR = P

tj. pX =Ve.

Slijedi da je Vx (uX) = Vx(V¢) = 0. Prema Lemi 3.5.2, imamo X-(VxX) = 0.
Uvjet dovoljan:

Pretpostavimo da je z konstanta. Tada se diferencijalna jednadzba X -dr = 0 re-
ducira na diferencijalnu jednadzbu prvog reda P(x, y, 2)dz+Q(z,y, z)dy = 0, koja
ima rjeSenje oblika ¢(z,y, z) = C1, gdje je Cy konstanta koja moze ukljucivati z.
Takoder, postoji funkcija p(z,y, z) takva da vrijedi:

_ 99 _9¢

— -2 154
5 M9 By (3.154)

uP

Mnozenjem jednadzbe Pdx+ Qdy+ Rdz = 0 integracionim faktorom p dobivamo
w(Pdx + Qdy + Rdz) = 0 odnosno

D¢ ¢ ol ¢ _ : _
axdsr: + By dy + P dz + (uR — Bz> dz=0, tj. dp+1dz=0, (3.155)
gdje je
R T P
A6 = G dot G dy+ 5ds i b =pR— o (3.156)

Buduéi da je X = (1P, uQ, uR) = (% % 09 1 ¢) — Vé+(0,0,9), slijedi:

o(z,y)

Prema Lemi 3.5.2, iz X - (V x X) = 0 slijedi uX - {V x (uX)} = 0, pa vrijedi
g((ﬁ;f)) = 0. Takoder, prema Lemi 3.5.1, postoji relacija izmedu ¢ i ¢, koja je
nezavisna od z i y, ali ne nuzno od z. Drugim rije¢ima, v je funkcija samo od ¢
iz, tj. ¥ =1(¢,2). Tada iz jednadzbe (3.155) dobivamo diferencijalnu jednazbu

prvog reda

99 9¢ 0¢ 10) ) <37/1 oY O) 2(9,9)
oy’ Oz’

MX~{V><(MX)}—(8$,3y,aZ+

a6 B
& + 'l/}(d)v Z) - 07
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

koja ima rjesenje oblika ®(¢,z) = C, pri temu je C proizvoljna konstanta. Za-
mjenom ¢ u rjesenje ®(¢,z) = C dobivamo rjesenje Pfaffove diferencijalne jed-
nadzbe u obliku F(z,y,z) = C. Stoga je jednadzba X - dr = 0 integrabilna.
O

U prethodnom teroemu naveden je potreban i dovoljan uvjet integrabilnosti
u vektorskom obliku. Uvjet (3.153) u skalarnom obliku glasi

0Q OR OR 0P oP 0Q
P|——— —_— - = R|——-———]=0
(82 8y)+Q<8x 82>+ ((“)y 8:10)
Teorem 3.5.2. Ako diferencijalna jednadzba Pdx 4+ Qdy+ Rdz = 0 ima integra-
ctoni faktor, tada se moze naéi beskonacno mmnogo takvih faktora.

Dokaz. Neka je u(x,y,z) integracioni faktor zadate jednadzbe. Tada postoji
funkcija ¢(z,y, z) takva da vrijedi:

13J0) 19)0) 190)
p=2° =22 ur=2%
% EeE pQ oy " 92
Sada, ako je ®(¢) proizvoljna funkcija od ¢, mozemo zapisati:
0¢ 1))

P d® (0¢
P - = .
p—(Pdz + Qdy + Rdz) =0 = ( dr + ydy+ Zdz) =0

Odatle slijedi:
d® = 0= ®(¢) = const.

Dakle, ako je p integracioni faktor koji daje rjesenje ¢ = const i buduéi da je ®
proizvoljna funkcija od ¢, postoji beskona¢no mnogo integracionih faktora. [

U narednim primjerima ¢emo pokazati kako provjeravamo da li je Pfaffova
diferencijalna jednadzba integrabilna, i kako je rjeSavamo uz pomo¢ integracionog
faktora.

Primjer 3.5.3. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
ydr + xdy 4+ 2zdz =0

integrabilna i pronaci njen integral.

Rjesenje. Kako je
X =yi+ zj+ 22k,

to je rotor vektorskog polja X dat sa

i 5k
rotX =VxX=|& & &|=0i+0j+0k,
y x 2z
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

pa je
X -rot X =0.

Dakle, uvjet integrabilnosti za datu jednadzbu je zadovoljen. Sada, ako posma-
tramo z kao konstantu, tada se data jednadzba svodi na

d d
ydr + zdy =0 = i’+—y:0,
T Yy
koja ima rjesenje
d)(l’,y,Z) =Y = C'1-
Koristeéi jednadzbu (3.154), integracioni faktor u(x,y, z) dat je sa

1o 1,
= Por ~ y v
Iz jednadzbe (3.156) imamo
0
= uR — 99 = 2z.
0z

Dakle, jednadzba d¢ 4+ 1¥dz = 0 u ovom slucaju se svodi na
dp +2zdz =0 odnosno d(¢+ z%) =0,
$to ima rjeSenje ¢ + 22 = C,, i zamjenjujuéi ¢ dobivamo da je rjeSenje date

jednadzbe

U ovom rjesenju Cs je konstanta.

¢
Primjer 3.5.4. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
(v* + yz)dx + (x2 + 2°)dy + (y* — zy)dz = 0
integrabilna i pronaci njen integral.
Rjesenje. Kakoje P=19y%+yz, Q=xz+ 2% R=1y?— 2y, to je
X = (y? +y2)i+ (zz+ 22)j + (y® — zy)k,
pa je
i j k
rotX=vVxX=| 2 = L | =2(-z+y—2)i+2yj— 2k

y2—|—yz zz + 22 y2—xy
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Vrijedi da je
X-rot X = (y° +y2) - 2(—z +y — 2) + 2(xz + 2*)y — 2(y* — 2y)(~y) = 0.

Dakle, uvjet integrabilnosti za datu jednadzbu je zadovoljen. Sada, ako posma-
tramo z kao konstantu, tada se data jednadzba svodi na

(y? + y2)dz + (x2 + 2*)dy = 0

dx +dy dy
T+ z Y Y+ 2z

)

koja ima rjesenje
(z + 2)y

s Y =—"==0C(.
¢z, y, 2) Tz 1

Koristeéi jednadzbu (3.154), integracioni faktor u(z,y, z) dat je sa

199 1 y 1

"= Pox  yy+a)ly+2) (+22

Iz jednadzbe (3.156) imamo

(y+2)-y—(x+2)y

(vt 2 =0

Y =puR

8(;5_ 1 2 B
—@—m(y ry)

Dakle, jednadzba d¢ + 1»dz = 0 u ovom slucaju se svodi na
d¢ =0,

Sto ima rjesenje ¢ = C| tj. rjeSenje date jednadzbe je

‘y(z+z)=0(y+z).‘

U ovom rjesenju C je konstanta.

¢

Primjer 3.5.5. Dokazati da je jednadzba (yz + 22)dx — zxdy + wydz = 0 inte-
grabilna i odrediti njenu primitivnu funkciju.

Rjesenje. Imamo X = (yz + 2%, —zx, zy) i vrijedi
V x X = (2,22, —2z).

Tada
X - (V x X) = (yz + 2%)(22) + (—22)(22) + (zy)(—22) = 0.

Dakle, zadata jednadzba je integrabilna.
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Ako uzmemo da je x konstanta, tada se jednadzba reducira na:

d d
—zzxdy + zydz =0 = Y —Z:yzclz.
Yy z
Stoga je ¢(z,y,2) = £ = C1, i vrijedi
1 96 11 1 06  y+z
= —— = —— - = ——— = P—iz— .
a Q Oy zr  z 22z’ V= Or zx

Dakle, jednadzba d¢ + ¥dx = 0 dovodi nas do relacije:

¢ ¢ _
a—ydy =+ gdz + Ydx = 0,

odnosno
1dy — %dz — mdcc =0.
z z zT

ili
zzd(y+2) = (y + z) d(zz2).

Integrirajuéi, imamo (y + z) = Cxz, gdje je C konstanta. Dakle, trazena primi-

tivna funkcija je

3.5.4 Metode integracije

U ovoj sekciji ¢emo izloziti nekoliko metoda rjesavanja Pfaffovih diferencijalnih
jednadzbi sa tri varijable z, y, z.

Metoda 1 (Metoda pogadanja rjeSenja)

U nekim slucajevima diferencijalna jednadzba (3.149) moze se rijesiti metodom
pogadanja rjeSenja. Konkretno, ako vrijedi

VxX=0,

tada je vektorsko polje X potencijalno, tj. postoji skalarna funkcija ¢ takva da

X =Vo.
U tom slucaju jednadzba
X .dr =0,
odnosno
V¢ dr =0,
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

daje

o¢ o¢ oo . -~
8xdx+aydy+8zdz_0’ tj. d¢ = 0.

Otuda slijedi da je ¢ konstantna duz rjesenja, pa se opCe rjeSenje moze zapisati
implicitno u obliku
¢(x,y,2z) = const.

Primjer 3.5.6. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
yzdr — zedy —y>dz =0

integrabilna i odrediti njen integral.

Rjesenje. Ovdjesu P=yz, Q = —zx, R = —y°.

Dakle,
X =yzi— zzj — 1y k.

Rotor vektorskog polja je

i j k
rotX =VxX=|& & L |=(@-2)i+yi-22k

yz —zx -y
Dakle,
X rotX = (yzi—z;vj —y2k) “((z—2y)i+yj—22k) =0,

pa je data jednadzba integrabilna.
Jednadzba se moze zapisati kao

odnosno

d (i) —d(In|z]) =d (z —In |z> = 0.

Dakle, integral date jednadzbe je

E—ln|z|:C'.
Yy

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢

Primjer 3.5.7. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
yzdr + zxdy+zydz =0

integrabilna i odrediti njen integral.
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Rjesenje. Ovdje su P =yz, Q = zx, R = xy. Dakle,
X =yzi+zzxj+ zyk.

Rotor vektorskog polja racunamo kao

i ik
rotX:VxX:{% 8% %:(x—x)i—(y—y)j+(z—z)k:0.

yz Zx Ty

Dakle, X - rot X = 0, pa je data jednadzba integrabilna.
Iz zadate jednadzbe mozemo odmah primijetiti da vrijedi

d(xyz) =0,

Sto znaci da je rjeSenje date jednadzbe

U ovom rjesenju C je konstanta. ¢
Primjer 3.5.8. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
(%2 — y®)dx + 3zy* dy + 23 dz = 0
integrabilna i odrediti njen integral.
Rjesenje. Ovdje su P =22z — 93, Q = 32y%, R = x>,
Dakle,
X = (2?2 — y)i+ 32y j + 23 k.

Rotor vektorskog polja ¢emo dobiti kao

i j k
rotX=VxX=| 2 & 2= 0-0)i—-(32* —2?)j+ (3y° +3y7)k,
22z —y3 3xy? 23
odnosno
rot X =V x X = —22%j + 6y°k.
Dakle,
X -rotX = ((xQz — )i+ 32%j + x3k) - (—22%j + 6y%k)

= —6xy® +623y* = 0.

Prema tome, data jednadzba je integrabilna.
Jednadzba se moze zapisati kao:

22(zdx + xdz) — y3dr + 3xy*dy = 0,
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odnosno 5 )
(zdx + xdz) — Y_dz + ﬂdy =0.
2 x

Posljednja jednadzba se moze napisati u obliku

3
d(szry) =0.
x

Dakle, integral date jednadzbe je

3
xz—i—y—:C.
T

U ovom rjesenju C je konstanta.
Primjer 3.5.9. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
(y* +y2)dx + (2% + zx)dy + (y* — zy)dz = 0

integrabilna i pronaé¢i njenu primitivnu funkciju.

Rjesenje. Ovdje je X = (y? + yz,2% + zx,9% — xy), i vrijedi
VxX=2y—z-—zvy,—y).
Dakle,
X (VxX)=2(*+yz)(y— 2 —z) + (2> + zz)y — (y* — zy)y) = 0.

Prema tome, data jednadzba je integrabilna.
Jednadzba se moze zapisati kao

y(y + 2)dx + z(z + x)dy + y(y — x)dz =0,
odnosno
yly+2)dz+z)+ [y +2)(z+2)dy —y(z+z)d(y+2) =0.
Dijeleéi obje strane posljednje jednakosti sa y(y + 2)(z + z), dobivamo
dz+z) dy dy+z)

Z+x Yy Y+ z N

Integriranjem, dobivamo

ly(z+2)=Cly+2).|

U ovom rjesenju C je konstanta.

Primjer 3.5.10. Provjeriti da li je jednadzba
yz(y + 2)dz + zz(x + 2)dy + zy(z + y)dz =0

integrabilna. Ako jeste, prona¢i njenu primitivnu funkciju.
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Rjesenje. Imamo X = (yz(y + 2), zz(x + 2),zy(z + y)), 1 vrijedi V x X =
(0,0,0). Prema tome,
X-(VxX)=0.

Dakle, data jednadzba je integrabilna.
Jednadzba se moze zapisati kao:

yz(x +y+ z)de + ze(x + y + 2)dy + 2y(xz + y + 2)dz — zyz(de + dy + dz) = 0.

Dijeleé¢i obje strane s zyz(z + y + z), dobivamo

dﬂdy_c&_cmwzojd(lnwz)
T Y z r+y—+z r+y+z

Integriranjem dobivamo:
In (xyz = const,
rT+y—+z

‘xyz:C(x—i—y—I—z).‘

tj.

U ovom rjesenju C je konstanta. ¢

Metoda 2 (Metoda razdvojenih varijabli)

Ako je moguée zapisati jednadzbu (3.149) u obliku P(x)dz+Q(y)dy+R(z)dz = 0,
tada je integralna povrs odredena sa

/P(x)dx—i—/Q(y)dy—i—/R(z)dz =C,
gdje je C konstanta.
Primjer 3.5.11. Provjeriti je li diferencijalna jednadzba
yzdx + 2zxdy — 3zydz =0

integrabilna i prona¢i njenu primitivnu funkciju.

Rjesenje. Ovdje je X = (yz,2zx, —3xy), pa vrijedi
V x X = (—5x,4y, 2).

Dakle,
X - (V x X) =yz(—5bx) + 2zz(4dy) — 3zy(z) = 0.

Prema tome, jednadzba je integrabilna.
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Dijele¢i obje strane jednadzbe s zyz, dobivamo:
d d d
do o,y _gdz_
x Y z

sto, nakon integracije, daje primitivnu funkciju:

gdje je C konstanta.
Primjer 3.5.12. Rijesiti jednadzbu

a?y?2? de + b2 222 dy + Pa*y? dz = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem obje strane ove jednadzbe sa 22y222, dobivamo:

a2 2 2
?d:c—kﬁdy—&—;dz:&

$to je u obliku pogodnom za metodu razdvojenih varijabli, pa je integral dat sa

a? b? c?
/?der/y—Qder/;dz:O,

a? b A2
—+—+—=C.
T y z

odnosno

U ovom rjesenju C je konstanta.

Primjer 3.5.13. Rijesiti jednadzbu

yzlnzdr — zxlnzdy + xydz = 0.

RjesSenje. Dijeljenjem obje strane sa xyz In z, dobivamo:

de d d
T y+z

x y zlnz

Jednadzba je u obliku pogodnom za metodu razdvojenih varijabli.
ranjem dobivamo
Inz —Iny+In(lnz) =InC,

In (xlnz> =InCY,
Y

odakle slijedi

odnosno

U ovom rjesenju C je konstanta.
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Primjer 3.5.14. Izraziti jednadzbu

f2)(ydx +zdy) + f(2)zydz = 0,
gdje je f'(z) = %, u obliku pogodnom za metodu razdvojenih varijabli i pronaci
njenu primitivnu funkciju.

Rjesenje. Datu jednadzbu mozemo zapisati u obliku

(&) (ydz +xdy) + f'(2)zydz =0
ydr +ady | f'(2)

- w0
e dy | f&)
= x+y+f(z)dz_0'

Jednadzba je u obliku pogodnom za metodu razdvojenih varijabli. Integriranjem
dobivamo:
Inz+Iny+Inf(z) =InC,

odnosno
zyf(z) =C.

U ovom rjesenju C je konstanta.

Metoda 3 (Metoda razdvajanja po jednoj varijabli)
Ako se Pfafova diferencijalna jednadzba (3.149) moze zapisati kao
P(z)dz + Q(y, 2)dy + R(y, z)dz = 0,

onda kazemo da je ona razdvojiva po varijabli . Tada, uzimajuéi u obzir da je
X = (P(x),Q(y,2), R(y, 2)) i da je

_[OR  0Q
vxx_((%_aza()aO)v

slijedi da uvjet integrabilnosti X - (V x X) = 0 implicira
OR _0Q
oy 0z
Stoga je izraz @ dy + Rdz diferencijal funkcije ¥ (y, z). Diferencijalna jed-
nadzba se moze zapisati kao

P(z)dx +dy(y,z) =0= /P(x) de +Y(y,z) =C.

Analogno postupamo i u slu¢aju kada se Pfaffova diferencijalna jednadzba
moze rijesiti razdvajanjem po varijabli y, odnosno, varijabli z.
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Primjer 3.5.15. Provjeriti da li je diferencijalna jednadzba
(y* — 23 (2 — 1) dx — 22z dy + 2y dz = 0

integrabilna i rijesiti je.

RjesSenje. Mozemo zapisati datu jednadzbu u obliku:

z?—1 2z 2
. dx—yz_zzdy+

Yy
yz_zzdz:o.

Dakle, X = (£51, - 22 20 4

z 0 yZ—z2) y2—22
V x X = (0,0,0),

Sto znadi da je uvjet integrabilnosti X - (V x X) = 0 zadovoljen. Prema tome,
jednadzba je integrabilna.
Napisimo jednadzbu u obliku

(x—i)dx—Q(y(jgéZ_)l:O.

Integriranjem dobivamo:
—22—Inz—1In

sto daje

y—z= C(y—i—z)e%ﬁ.

U ovom rjesenju C je konstanta. ¢

Primjer 3.5.16. Odrediti primitivnu funkciju jednadzbe

(22 — ) dx — 2zydy + e > dz = 0.

RjeSenje. Data jednadzba se moze razdvojiti po varijabli z.

Ovdjesu P =22 — 9% i Q = —2zy.

Mozemo integrirati jednadzbu ako P i @ zadovoljavaju uvjet integrabilnosti,
tj.

9Q _oP _
or Oy
Imamo da vrijedi
oQ orP 0

a 2 2
2 67/_%( 2xy) 87/(33 y),
=-2y—(-2y) =0.
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Dakle, data jednadzba je integrabilna i moze se zapisati kao
3
22 de + (—y*de — 2zydy) + e *dz=0=d (g) +d(—zy®) + d(—e"?) = 0.

Dakle, rjesenje je:

73

2 —z
— —ay—eF=0C.
Ty e

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta.

Primjer 3.5.17. Odrediti primitivnu funkciju jednadzbe
z(y? —a?)dx + y(a?® — 22)dy — 2(y* — a*) dz = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem gornje jednadzbe sa (y? — a?)(x? — 22), dobivamo:

rdr —zdz ydy
22 _ 52 y2 — a2

=0.

Dakle, data jednadzba se moze razdvojiti po .
Jednadzba je integrabilna ako vrijedi:

op _ oR
0z Oz’
gdijesu P= 5 i R= %5

Pl
Racunamo parcijalne izvode

or 9 x B 2xz
0z Oz \a2—22) (22— 22)%
OR 0 —z B 2xz
0r  Or \ 22 — 22 (22 — 22)2°

Dakle, %—5 = ‘gf i jednadzba je integrabilna.
Jednadzbu mozemo zapisati kao

1 d(z? — 2?) 1 d(y? — a?)
2 2 — 2 2 y?2—a?

=0.

Integriranjem dobivamo

1 1 1
3 In(z? — 2%) + 3 In(y* — a?) = 3 InC.

Odavde slijedi

[(2* — 2)(? - a®) = C]

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢
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Metoda 4 (Metoda redukcije)

Ako se pretpostavi da je jedna od nezavisnih varijabli, recimo z, konstantna,
Pfaffova diferencijalna jednadzba (3.149) se svodi na Pdx + Qdy = 0, Cije se
rjeSenje moze dobiti u obliku ¢(z,y) = ¢, gdje je ¢ nezavisno od z i y, ali moze

zavisiti od z. Uzimajuéi diferencijal od ¢(z,y) i izjednacavajuéi ovaj izraz sa
C

Pdzx + Qdy + Rdz, odredujemo c. Integriranjem % dobivamo vrijednost ¢ kao
funkciju od z, nakon ¢ega ¢(z,y) = ¢ daje traZeno rjesenje.
Primjer 3.5.18. Provjeriti integrabilnost diferencijalne jednadzbe
x(y? — a®)dx + y(x? — 22)dy — 2(y* — a*)dz = 0
i rijesiti je.
RjeSenje. Odgovarajuce vektorsko polje Pfaffove diferencijalne jednadzbe glasi

X = (2(y* — a®), y(2® — 2°%), —2(y* — a?)),
a rotor je dat sa
V x X = (0,0,0),

Sto znali da je uvjet integrabilnosti X - (V x X) = 0 zadovoljen. Prema tome,
jednadzba je integrabilna.
Pretpostavimo da je y konstanta. Tada se data jednadzba svodi na:

z(y? — a®)de — 2(y? — a*)dz =0, tj. xdr—zdz=0.

Integriranjem dobivamo

d(x,2) =22 — 2% =,

gdje je ¢ nezavisno od z i z, ali moze zavisiti od y. Diferenciranjem ¢(z,z) = ¢
daje
10
rdr — f—cdy—zdz =0,

20y
odnosno
z(y? — a®)dx — 1(y2 - az)@dy —2(y* —a®)dz =0
2 Ay ’
Poredenjem sa datom jednadzbom, slijedi
1 0
5 =g =yl = 22),
odnosno
@ 2cy 0
9y y*—a®
Integriranjem dobivamo
C(y2 - a’2> = C,
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gdje je C konstanta. Dakle, trazeno rjesenje je:

2 2 _ c
r —Zz =5 5
Yy —a

tj.

(a? = 22)(y? —a?) = C.

Primjer 3.5.19. Rijesiti sljede¢u Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu

yzdr + 2xzdy + xydz = 0.

RjesSenje. Pretpostavimo da je jedna od varijabli, recimo y, konstanta. Tada
dobivamo
yzdxr +xydz =0, odnosno xz = p(y).

Diferenciranje posljednje jednadzbe daje
zdz + zdz = ¢ (y) dy. (3.157)

Usporedujuéi zadatu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu i (3.157) vidimo da
odgovarajuce funkcije (s istim diferencijalima) moraju biti proporcionalne, tj.

Dakle, imamo

@ (y) 1 2xz 2

gl == odmosmo gl(y) = —2 = ~Ze(y)
pa prema tome
e(y) = % CeR.
Y
Sada imamo zz = y—(’;, ili
U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢

Metoda 5 (Metoda pomoénih jednadzbi)

Ranije smo vidjeli da se uvjet integrabilnosti jednadzbe X - dr = 0, dat kao
X (VxX)=0, gdje je X =(P,Q, R) i dr = (dz, dy, dz), moZe zapisati kao

0Q OR OR OP oP 0Q B
P(az %)W(% m)“"“(ay w)‘o
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Poredenjem sa jednadzbom X - dr = 0, tj. Pdx + Qdy + Rdz = 0, dobivamo
dx dy dz

90 0OoR _OR _ 0P _ oP 0@

0z oy ox Oz oy ox

Ove jednadzbe nazivaju se pomoc¢ne jednadzbe i mogu se rijesiti metodama
koje su ranije razmatrane.

Pretpostavimo da su f(x,y,z) = a i g(x,y,2) = b dva integrala ovih jed-
nadzbi, gdje su a i b konstante. Trebamo odrediti A i B tako da Adf + Bdg =0
postane identitet datoj jednadzbi. Zatim, koristeéi f = a i g = b, odredujemo
vrijednosti A i B, a trazeno rjeSenje se dobiva integracijom.

Primjer 3.5.20. Provjeriti uvjete integrabilnosti i rijesiti diferencijalnu jed-
nadzbu
2(z+y?) da + 2(z + 2?) dy — xy(x + y) dz = 0.

RjesSenje. Odgovarajuc¢e vektorsko polje pridruzeno datoj diferencijalnoj jed-
nadzbi glasi

X =(P,Q.R) = (2(z+9%), 2(z +2%), —ay(z +y))
pa je rotor vektorskog polja X dat sa
Vx X = (=22 +ay+2), 2(y> + 2y + 2), 22(z —y)).
Kako je
X (VxX)=—2z(z+y*)(a® + 2y + 2) + 22(2 + 2?) (y* + 2y + 2)
—2zzy(x +y)(z —y) =0,

uvjet integrabilnosti je zadovoljen, pa je diferencijalna jednadzba integrabilna.
Pomoéne jednadzbe glase

dx dy dz

cta2tay —z—y2—ay (y—z)z’

Koristenjem osobina produzene proporcije, iz prve dvije jednadzbe njihovim
zbrajanjem i poredenjem sa trec¢om, dobivamo
dlx+y)  dz

+—==0.
r+y z

Mnozenjem prve jednadzbe sa y, a druge sa z, te njihovim zbrajanjem i poredenjem
sa tretom jednadzbom, dobivamo

ydr+xdy —dz = 0.
Integriranjem prethodnih relacija dobivamo dva nezavisna prva integrala

f(z,y,2) = (x +y)z = const, g(x,y,2) = xy — z = const.
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Buduéi da su f i g prvi integrali, data jednadzba se moze zapisati u obliku
Adf + Bdg =0,
gdje su A i B pogodne funkcije varijabli x,y, z. Kako je
df = zdx + zdy + (v + y) dz, dg=ydx+xdy —dz.
to vrijedi
A(zdz + zdy + (z +y) dz) + B(ydz + z dy — dz) = 0.

Posljednja jednadzba mora biti proporcionalna originalnoj diferencijalnoj jed-
nadzbi
2z +y?) de + 2(z + 2?) dy — xy(x +y) dz = 0.

Uporedivanjem koeficijenata uz dx, dy i dz dobivamo sistem jednadzbi

Az + By = (2 +1?),

Az + Bz = z(z + 2?),

Az +y) = B = —zy(z +y).
Ovdje je dovoljan jedan proporcionalni izbor koeficijenata A i B, jer se diferenci-
jalna jednadzba ne mijenja mnozenjem nenultom funkcijom. Rjesenje posljednjeg

sistema je
A=z-ay, B=(x+y)

Sto se lako direktno provjerava.
Iz relacije Adf + B dg = 0 slijedi

(z — ay) d((az + y)z) = (z+y)zd(zy — 2).

Integriranjem dobivamo opcée rjeSenje u implicitnom obliku

‘(x—ky)z:C(a:y—z).‘

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢

Metoda 6 (Natanijeva metoda)

Razmotrimo Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu sa tri varijable (3.149). Posma-
trajmo varijablu z kao konstantu i rjesimo odgovaraju¢u Pfaffovu diferencijalnu
jednadzbu

Pdx+Qdy=0. (3.158)

Mozemo posmatrati i z ili 4y kao konstantu, zavisno od oblika date jednadzbe.
Izbor se vrsi na takav nacin da odgovarajuéa jednadzba postane jednostavnija.
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3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

Pretpostavimo da je rjeSenje jednadzbe (3.158) dato u obliku:

¢(357y, Z) = 017

gdje je Cy konstanta. Tada rjesenje jednadzbe (3.149) ima oblik
¢(¢7 Z) = 027

gdje je C5 konstanta. Takoder mozemo ovo rjesenje izraziti kao

o(x,y,2) = f(2), (3.159)

gdje je f funkcija samo od z.

U jednadzbi (3.159), ¢(x,y, z) nam je poznata funkcija. Da bismo odredili
f(2), dodjeljujemo varijabli  fiksnu vrijednost, recimo «. Tada se rjesenje (3.159)
reducira na:

¢, y,2) = f(2), (3.160)
i jednadzba (3.149) se svodi na oblik

Q(a,y, z) dy + R(ev,y, 2) dz = 0. (3.161)
Drugim rijecima, sada je
Py, 2) = f(2)

rjeSenje diferencijalne jednadzbe (3.161).

Jednadzba (3.161) je diferencijalna jednadzba prvog reda i njeno rjeSenje

mozemo pronaci u obliku
K(y,z) =C, (3.162)
koriste¢i metode diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Buduéi da su relacije (3.160) i (3.162) opca rjesenja iste diferencijalne jed-
nadzbe (3.161), moraju biti ekvivalentne. Stoga, eliminacijom varijable y izmedu
relacija (3.160) i (3.162), dobivamo izraz za f(z). Supstitucijom ovog izraza u
relaciju (3.159), dobivamo rjeSenje Pfaffove diferencijalne jednadzbe (3.149).

Cesto pojednostavljujemo ovaj postupak izborom vrijednosti o, poput 0 ili 1,
Sto Cini problem rjesavanja diferencijalne jednadzbe (3.161) jednostavnijim.

Primjer 3.5.21. Rijesiti jednadzbu

2uzdr — 2xzdy — (22 — y?)(z — 1) dz = 0. (3.163)

Rjesenje. Prvo uzimamo z = const. Tada se data jednadzba (3.163) reducira
na:
ydr —xdy = 0. (3.164)

Integriranjem jednadzbe (3.164) dobivamo:

y = Cyz,

200



3.5 Pfaffova diferencijalna jednadzba

gdje je C konstanta.
Pretpostavljamo da je rjeSenje jednadzbe (3.163):

y = x(2). (3.165)
Sada, postavimo z = « u jednadzbi (3.163), pa je
y = a(z) (3.166)

rjesenje jednadzbe
2azdy + (a® —y*)(z —1)dz = 0.

1
(2 Yy (1- ) o
a —y z

Integriranjem ove jednadzbe dobivamo

Odavde slijedi

o+
a—y

In

‘ —In|z|+2z=1In|C|, gdje je C konstanta.

Odavde slijedi
a+y
=Yy

=Cze . (3.167)

Eliminacijom y iz jednadzbi (3.166) i (3.167), dobivamo

1
% = Cze > (3.168)
Sada, iz relacije (3.165), imamo
y . 1+9 1+% y+4uz
= Z : = = . 3.169
v g PR -y 1-2 x—y ( )

Iz relacija (3.168) i (3.169), dobivamo rjesenje jednadzbe (3.163)

‘ (x+y)ze* = C(x —y). ‘

Primjer 3.5.22. Rijesiti jednadzbu
(222 4 2xy + 222° 4 1)dx + dy + 22 dz = 0.
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RjeSenje. U ovom slucaju, najjednostavnije je tretirati « kao konstantu. Data
Pfaffova diferencijalna jednadzba tada postaje

dy +2zdz =0,
a njeno rjesenje je
y+22=0C1, gdje je C; konstanta.
Sada pretpostavimo da je rjesenje date jednadzbe oblika
y+ 22 = f(z). (3.170)
Ako postavimo z = a u relaciji (3.170), dobivamo
y+a® = f(z), (3.171)

kao rjesenje jednadzbe

d
d—y + 2zy = —(22% + 2a%2% + 1),
x

dobivene postavljanjem z = a u datu Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu.
Ovo je linearna jednadzba, a njeno rjesenje je

y+ao?=—z+ C’ge_gcz7 gdje je Cy konstanta. (3.172)
Iz relacija (3.171) i (3.172), dobivamo
F@) = -2+ Coe™™ . (3.173)

Supstitucijom vrijednosti f(z) iz relacije (3.173) u relaciju (3.170), rjesSenje
date Pfaffove diferencijalne jednadzbe je

y+ax+22= 026_12.

Primjer 3.5.23. Rijesiti jednadzbu:
2(z+y?) dae + 2(z + 2?) dy — xy(x + y) dz = 0.
Rjesenje. Moze se pokazati da je data Pfaffova diferencijalna jednadzba inte-

grabilna.
Koriste¢i Natanijevu metodu, uzimamo y = const. Tada data jednadzba

postaje
1 1 1 1
<_ )d;p—i—( —)dZ:O.
T T+y z+y?  z
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Integriranjem dobivamo

z(y* + 2)

e = 1) (3174)

gdje je f(y) funkcija samo od y. Ako postavimo z = o = 1, data jednadzba
postaje
dx dy
+ =
1422 1+ 92

Cije je rjesenje

1
arctan x + arctany = const = arctan ok

odnosno n ) .
arctan —— Y- = arctan — = W_c (3.175)
1—ay C T+y
Ovo rjesenje mora biti ekvivalentno sa
2
1
@ = f(y), postavljanjem z = 1 u jednadzbi (3.174). (3.176)
rrTy
Eliminacijom z iz relacija (3.175) i (3.176), imamo
fly) =1-Cy.
Dakle, rjesenje date jednadzbe je:
() +2) = 2(z +y)(1 - Cy). |
¢

Metoda 7 (Metoda homogenih funkcija)
Definirajmo najprije sta znaci da je funkcija homogena.

Definicija 3.5.1. Realna funkcija P : R3 — R naziva se homogenom funkcijom
stepena homogenosti n € R ako za svakit > 0 i za svako (x,y,z) € R? vrijedi

P(tz,ty,tz) = t"P(z,y, 2).
Na primjer
o3+ y® 3272 = t3(2® + ¢ 4 32%2)

je homogena funkcija stepena homogenosti 3.
Sljede¢i primjer pokazuje da stepen homogenosti ne mora biti cijeli broj.
Definirajmo funkciju
vz
P:R?® >R, P(x,y,z):(x2+y2+22)2
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Za svako t > 0 vrijedi

S

V2
2

P(tz, ty, tz) = (£P2* + t*y* + 1°2°)
_ (t2)§(x2 +y2 +22>
=2 P(z,y,z).

V2
2

Prema tome, funkcija P je homogena funkcija stepena homogenosti
n=+2.
Pfaffova diferencijalna jednadzba sa tri varijable, odnosno
P(z,y,z)dx + Q(z,y, z)dy + R(z,y,2)dz =0,

u kojoj su P(z,y,2), Q(x,y,2) i R(z,y,z) homogene funkcije istog stepena ho-
mogenosti, naziva se homogena Pfaffova diferencijalna jednadzba.

Ako su funkcije P(z,y,2), Q(z,y,2) i R(x,y,z) Pfaffove diferencijalne jed-
nadzbe homogene po x, y i z stepena homogenosti n, tada se jednadzba moze
transformisati smjenama y = ux i z = vz, gdje su u i v funkcije samo od z, u

oblik
P(1,u,v)dz + Q(1,u,v)(udx + x du) + R(1,u,v)(x dv + vdx) = 0,

odnosno p
e A(u,v)du+ B(u,v)dv =0, (3.177)
T
gdje su
Q(]‘,u7 U)
A =
(u,v) P(1,u,v) + uQ(1,u,v) + vR(1,u,v)’
Blu,v) = R(1,u,v)

P(17U7U) + UQ(LU,U) + UR(lvuﬂ)).

Jednadzba (3.177) moze se rijesiti Metodom 3, odnosno kada je uvjet % = g—f
zadovoljen, mozemo dobiti rjeSenje jednadzbe (3.177) u obliku:

AMu,v) +In|z| = C,

gdje je C proizvoljna konstanta.
Zamjenom u i v njihovim vrijednostima po x, y i z dobivamo rjeSenje u obliku

Ay/z,z/x) +In|z| = C.

Mozemo primijetiti da ako je uvjet integrabilnosti zadovoljen i ako su P, @
i R homogene funkcije varijabli z, y, z istog stepena, te ako xP + y@ + zR nije
identi¢no jednako nuli, tada je

1
TP +yQ + 2R

integracioni faktor date jednadzbe.
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Primjer 3.5.24. Provjeriti uvjet integrabilnosti i rijesiti jednadzbu
(222 — y)dx + 3wy’dy + 23dz = 0.
Rjesenje. Ovdje je X = (222 — ¢, 3xy?, 2%), 1 vrijedi
V x X = (0, —222, 6y2).
Prema tome
X (VxX)= (222 —9*) - 04 3zy*(—22%) + 23 - 6y* = 0,

Sto znaci da je data jednadzba integrabilna.

Funkcije 22z — 3, 3zy? i 22 su homogene funkcije varijabli z, y, z stepena
homogenosti 3. Uvedimo smjenu y = ux i z = vx kako bismo transformisali
jednadzbu u oblik

(va® — ud2®)dx + 3 - u?2? (udx + xdu) + 23 (vdx + zdv) = 0,
ili
2dx 3u?du + dv
x ud4v

Integracijom lako dobivamo
2/ 3 _ _
x*(u’ +v) = const = C,

odakle uvrstavanjem u = £ i v = £ dobivamo

Sredivanjem posljednjeg izraza dobivamo opce rjesenje date jednadzbe

‘y3+zx2:C’x.‘

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta.
Datu jednadzbu mogli smo rijesiti i na sljede¢i na¢in. Naime, vrijedi da je

F(z,y,2) = 2P +yQ + 2R = x(2%2 — y*) 4+ 329 + 232 = 2(232 + zy®) # 0.
Diferencijal funkcije F' glasi
dF = 2(3x2zd1‘ + 23dz 4+ y3dx + 3xy2dy) = 2(32%2 4 y°)dx + 62y dy + 3dz.

Kako su P, @ i R homogene funkcije varijabli z, y, z istog stepena, te x P+yQ-+zR
nije identi¢no jednako nuli, integracioni faktor je oblika

1 1

Wz, y, z) = T m
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MnoZenjem obje strane jednadzbe sa p(z,y, z), dobivamo:
(222 — y®)dx + 3wy?dy + 3dz

2(x3z + xy3)
(3222 + y)dx + 3wy?dy + 23dz — 2(222 + y®)dx

=0

=0
2(x3z + xy3)
(3222 + y?)dx + 3zy?dy + 23dz dx 0
2(x3z 4+ xy3) r
dF d
dF _ dz.
F z
Integriranjem dobivamo
F = ("2, gdje je C' konstanta.
Dakle, trazeno rjesenje je
23z + xy® = Ca?,
t.
‘3322—|—y3 zCa:.‘
U ovom rjesenju C' = C’/2 je proizvoljna konstanta. ¢

Primjer 3.5.25. Provjeriti da li je uvjet integrabilnosti za jednadzbu
y(y + 2)dz + 2(2 + 2)dy + y(y — x)dz = 0
zadovoljen i odrediti njen integral.
Rjesenje. Ovdje su P = y(y+ 2), Q@ = z(z+ ) i R = y(y — ) homogene

funkcije varijabli x, y, z stepena homogenosti 2, pa je data jednadzba homogena.
Sada,

X=yly+2)i+z2(z+2)j+yly—2k,

Q)
| =

pa je
i j k
rotX=VxX= 6‘1 8% 2 =2(y—z —x)i+ 2yj — 2yk,
yly+2) 2(z+2) yly

x)
odakle dobivamo
X -rotX = 2y(y2 — 22—y — xz) + 2%z + 2zyz — 2y + 2%z = 0.

Dakle, uvjet integrabilnosti je zadovoljen.
Uvodenjem smjene y = ux i z = v, Pfaffova diferencijalna jednadzba postaje

zu(zu + zv)dr + zv(zv + z)(xdu + udzr) + zu(zu — 2)(zdv + vdz) = 0,
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odnosno
22u(v + 1) (u 4 v)de + 23v(v + 1)du + 23u(u — 1)dv = 0
dx v u—1
—+ —du+ ——F———dv=0
e 2 + u(u + v) ut (v+1)(u+v) Y

dr du dv du + dv
& —+—+ —
T u v+1 U+ v

du = 0.

Integriranjem dobivamo
Injz|+Inju] +Injv+ 1| —Inju+v| =1n|C|,
sto daje
zu(v+1)
u+v
Vracajuéi smjene za u i v, dobivamo opce rjesenje

’y(:c—i—z):C(y—i-z).‘

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢
Primjer 3.5.26. Provjeriti da li je jednadzba
(22 + 2y + y2)dr — z(x + 2)dy + 2%dz = 0
integrabilna i odrediti njeno rjesenje.
Rjesenje. Ovdje su P = 22 + 2y +yz, Q = —x(z + 2z) i R = 2% homogene

funkcije stepena homogenosti 2, pa je data Pfaffova diferencijalna jednadzba ho-
mogena. Pridruzeno vektorsko polje X glasi

X = (2% + 2y + y2)i — z(z + 2)j + 2°k.
Rotor vektorskog polja X je
rotX =V x X =uzi— 2z —y)j — (3z + 22)k.
odakle je
X (VxX)=x(®+2y +yz) + 2z —y)z(r + 2) — 3z +22)2? =0,

pa je Pfaffova diferencijalna jednadzba integrabilna.
Izra¢unajmo P + y@ + zR:

TP +yQ + 2R = x(2® + vy + yz) — xy(x + 2) + 222 = 2%(x + 2) # 0.

Stoga je integracioni faktor oblika
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Mnozenjem obje strane prethodne jednadzbe sa u, dobivamo

2% + 2y + yz z(x + 2) z?
————dr — d dz=0
x?(x + 2) v x2(x + 2) y+x2(x+z) :
1 d 1
& dm—l—%dw——y—&— dz=0
T+ 2z T T T+ z
d
o MM(_Q):O,
T+ z T

Integriranjem dobivamo

1n\m+z|—g:C.
x

U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢
Primjer 3.5.27. Provjeriti da li je jednadzba
y2® (2 — yz)dx + z2? (y? — zx)dy + xy? (22 — 2y)dz = 0
integrabilna i odrediti njeno rjesenje.
Rjesenje. Ovdje je
X = y22(a? —y2)i+ za2(y? — z0)§ + a2 (2% — ay) k,
odakle malo duzi rac¢un daje
X (VxX)=0,

Sto znaci da je data jednadzba integrabilna. Osim toga, data jednadzba je ho-
mogena Pfaffova diferencijalna jednadzba stepena homogenosti 5.
Uvodedi smjenu ¢ = uz i y = vz, jednadzba se svodi na

v (u? —v)du + u?(v? — u)dv = 0.

Primijetimo da je u ovom slucaju koeficijent uz dz jednak nuli.
Dijeljenjem posljednje jednadzbe sa u2v?, dobivamo

1 1 U
du U

1
(/U—IUQd'U>+d’U—u2du:0

1
& d<u+’u+) =0.
v u
Integracijom dobivamo

U 1
— 4+ v+ — = const.
v U
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Vratanjem smjene za u i v, dobivamo

x z
T ivvoc
Yy Tz

U ovom rjesenju C' je proizvoljna konstanta.

Metoda 8 (Metoda kvazi-homogenih funkcija)

Uvedimo pojam kvazi-homogene funkcije.

Definicija 3.5.2. Za funkciju f(z,y,z) kaZemo da je kvazi-homogena po x, y i
z stepena m, ako postoje p, q, v takvi da vrijeds

f(at? yt?, 2t") = " f(z,y, 2).
pri cemu p, q © T zovemo dimenzijama od x, y i z, redom.
Za kvazi-homogene funkcije vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 3.5.3. Ako je f(x,y,2) kvazi-homogena funkcija po x, y, z stepena m,
pri cemu su p, q, v dimenzije T, y, z, redom, onda vrijedi

fy.2) =amrf (L=t =)

;I;Q/P ’ m"“/p
Dokaz. Prema Definiciji 3.5.2,

f(@t? yt?, 2t") = t™ f(z,y, 2).

Neka je t? = 1/xz, tako da vrijedi t4 = x=9/P " = 2~ 7/P,
Zamjenjujuci ove vrijednosti u gornju jednakost, dobivamo

F(Lyz= 9P 2a77/P) = 27V f(2,y, 2).
Mnozenjem s z™/P dobivamo
e (1 yam P, 2T IP) = f(a,y, 2),
Sto je i trebalo pokazati. O

Teorem 3.5.4. Ako z, y, z imaju dimenzije p, q, r, redom, i ako je f(x,y,2)
kvazi-homogena funkcija stepena m, onda vrijedi

of  of . of
pro-+ W5, trzes = mf(x,y,z).
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Dokaz. Prema Teoremu 3.5.3,
fla,y,2) = a™/Pf (Lyw*q/p,zx*’"/”) ;
odnosno
f(x7 y7 Z) = xm/pf(17 u’ ,U)’

gdje su
w=yz VP i y=zz7"/P,

Sada racunamo parcijalne izvode

of _ o m=p)/p £(1, 4, v) +xm/pM y (=4 zarp)/p
O p ou D

n xm/p%w (z (J’) x—<r+p>/p>

v p

= mIlf(mfp)/]"f(l,u, v) — gx(m*qu)/pym
D ou

T m=r—p)/p, OF (LU 0)
D v

Za parcijalne izvode po y i z imamo

Of _ 0l (L) —qpp _ (mqyypOF (L 1,0)

oy ou ou
i OF  pdf(Lu0) 27(1,u,0)
9] _ .m/p W Y) —r/p _ (m=r)/p U, v
9z " Ov v . Ov '
Dakle,
1
px% + qy% + rz% = ma™Pf(1,u,v) — qx(m_Q)/”yW
Tx(mfr)/p af(L“?”) + qx(qu)/pyaf(laua ’U) + Tx(mfr)/pzaf(]-?uav)
15] ou ov
= mxm/pf(17u7v) = mf(x, Y, Z)a
odnosno,
af of of
pa:am + qyay + rzaz =mf(z,y,2).

Definicija 3.5.3. Pfaffova diferencijalna jednadzba
P(z,y,2)dx + Q(z,y, z)dy + R(x,y,2)dz = 0

naziva se kvazi-homogenom stepena m ako su P,Q, R kvazi-homogene funkcije po
x,y, 2z Cije su dimenzije m —p, m —q i m —r, redom.
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Razmotrimo kvazi-homogenu Pfaffovu diferencijalnu jednacinu
P(z,y, z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz = 0, (3.178)

reda m, gdje su p, ¢, r dimenzije x, vy, z, redom.
Tada, prema definiciji, P, @}, R su kvazi-homogene funkcije stepena m — p,
m —q,1im —r, redom. Prema Teoremu 3.5.3,

P(z,y,z) = x(m_p)/pP(l,yx_Q/p,zx_T/p),
Q(z,y,2) = 2" V/PQ(1,ya= 1P 2z7"IP), (3.179)
R(z,y,2) = x(m_r)/pR(Lyx_Q/p, zx_T/p).

Ako postavimo
y=uz??, z=uvz"/P, (3.180)

imamo

dy = 29/Pdu + L@V /Pydy
b (3.181)
dz = &"/Pdv + — 2" P/Pydy,

Na osnovu jednakosti (3.179),(3.180), i (3.181), jednadzba (3.178) se svodi na
x(m*p)/pP(l, w,v)dz + x(qu)/pQ(l, u, v)(mq/”du + gx(q’p)/”udm)
p
+ 2Mm="/PR(1,u, v) (xr/pdv + Ix(rfp)/pvdx) =0,
p

odnosno,

pr™PV/P (1w, v)de + pa ™D PQ(L, u, v)x?Pdu

+ gz D/PQ(1, u, v)2 TP Pudr + pr™ /P R(1, u, v)a"/Pdy

i m(m—r)/pR(L u, U)x(r—p)/pvdx =0,
tjs

2(m=p)/p {pp(l, u,v) + quQ (1, u,v) + roR(1,u, v)} dz
+p:ﬂm/”Q(1, u, v)du +pxm/1’R(1, u,v)dv = 0.

Dijeljenjem sa

x™/P [pP(l, u,v) + quQ(1,u,v) + roR(1,u, v)}

dobivamo
2(m=p)/p N pQ(1,u,v) i
xm/p pP(1,u,v +un(1 u,v) + roR(1,u,v)
pR(1,u,v) dv =0,
pP(1,u,v) +un(1 u,v) + roR(1, u,v)
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odnosno
d?x + A(u,v)du + B(u,v)dv = 0, (3.182)
gdje je
Alw,v) = pP(1,u,v) + nggzz’,g +rvR(1, u,v)
i
Blu,v) = pR(1,u,v)

pP(L,u,0) + quQ(l, u,v) + rvR(1,u,v)

Sada se jednadzba (3.182) moZe jednostavno rijesiti, buduéi da je jedna od
varijabli odvojena od ostale dvije.

Potreban uvjet za kvazi-homogenost Pfaffove diferencijalne jednadzbe moze
se dobiti na sljede¢i nacin. Neka su

ni no ns
P= E aixaiyﬁizw, Q= E bjx/\jyﬂj 2, R= E Ckxﬁkynszk’
i=1 j=1 k=1

takvi da je jednadzba (3.178) oblika

ni ng n3
(Z aixaiyﬂ"z“”) dr + Z bjw’\jy“jz”j dy + <Z crpah oy z<k> dz =0,

i=1 j=1 k=1
(3.183)
gdje su a;, b;, ¢ koeficijenti, a oy, B, Vi, Aj, 14, V5, Eks M, e cijeli brojevi ili ra-
zlomci, pozitivni, negativni ili jednaki nuli.
Ako zamijenimo x sa xtP, y sa yt? i z sa zt", eksponenti od ¢ u razli¢itim
¢lanovima jednadzbe (3.183) dati su sa

paz+£]ﬂz+7”)/zv i:172a"'7n17

pA]+qM]+TVj> j:172a"'7n27
p£k+q77k+r<k7 k:1727"'7n3'

Sada imamo ny +ng +ng linearnih izraza po p, ¢ i r. Da bi jednadzba (3.183)
bila kvazi-homogena stepena n, moramo imati P, (), R kao kvazi-homogene
funkcije stepena n — p, n — q, i n — r, redom. Drugim rije¢ima, eksponent od t u
svakom ¢lanu od P mora biti n — p, u svakom ¢lanu od @ mora biti n — ¢, a u
svakom ¢lanu od R mora biti n — r.

Dakle, imamo ni + ny + ng linearnih jednadzbi:

(i + Dp+ Big+vr—m=0, i=1,2...,n,
Ap+ (1 +Dg+vir—n=0, j=1,2,...,ng, (3.184)
&p+meg+ (G+1)r—n=0, k=1,2,...,n;3.
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Buduéi da imamo n; + ng + ng jednadzbi s Cetiri nepoznate p, ¢, r i n, ove
jednadzbe opéenito nisu uvijek konzistentne. Medutim, ako su konzistentne, tada
postoje jedinstvene vrijednosti za p, q, r, i n.

Dakle, nuzan uvjet za kvazi-homogenost zadate jednadzbe je da gore navedene
n1 + no + n3 linearne jednadzbe budu konzistentne.

Ako su nq + ng + n3 jednadzbe konzistentne, mozemo svaku od njih podijeliti
sa p, a jedinstvene vrijednosti za ¢/p, r/p, n/p mogu se izracunati.

Primjer 3.5.28. Rijesiti Pfaffovu diferencijalnu jednadzbu
(5% + 2y" + 2% + 22%)da + (day® + 2zyz)dy + (xy® + 222)dz = 0.

Rjesenje. Ovdje su
P =523 4 2yt + 2922 + 222,
Q = 4ay® + 2xyz,
R = zy® + 2z2.
Moze se pokazati da je uvjet integrabilnosti zadovoljen.
Jednadzbe (3.184) daju
4p —n =0,
p+4q —n =0,
p+2¢+ r—n=0,
p+ +2r—m=0,
p+4q —n =0,
p+2¢+ r—n=0,
D +2r—-n=0.
Da bi ove jednadzbe bile konzistentne, moramo imati
dp=p+49=p+2q+r=p+2r.
Dakle,
2q—r=0 i 3p=4q.
Neka je p =1, tada je

3 3
=7 "3
Uvodeé¢i smjenu
y=uzt, 2 =uva’?,

zadata jednadzba se svodi na
(5:103 + 2ua® + 2ua®/? 4+ v/ + 2v2x3)d:lc
+ (4;1:3u1:9/4 + 2xuz3/4vx3/2) (x3/4du + 3x71/4d:c)
+ (:CUQZL‘?’/Q + 2901)1‘3/2) (vx3/2dm + x3/2dv) =0,
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odnosno
28 (5 +5ut + 5ulv + 5v2)dac + 2t (4u3 + 2uv) du + z* (u2 + 211) dv =0.

Prema tome,

dx N (4u3 + 2uv) du B (u? + 2v)dv
x 5(1+u4+u27)+v2) 5(1+u4+u2v+v2) -
tj.,
dz n d(1+u4+u2v+v2) B
T 5(1—|—u4+u2v—|—02)
Integracijom dobivamo
Inxz + é In (1 +ut + o+ vz) = const,
odnosno

x5(1+u4+u2v+v2) =C.

Zamjenom u = —7, v = &5, dobivamo
52
Y2z
(1 + =5+ Yz + > C,
odnosno
‘1’5 + 2?y* + 2%y?2 + 2222 = C. ‘
U ovom rjesenju C je proizvoljna konstanta. ¢

3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

Ovo poglavlje posveéeno je jednom od klju¢nih rezultata u teoriji parcijalnih difer-
encijalnih jednadzbi, poznatom kao Cauchy-Kovalevsky teorem. Teorem garantira
postojanje analitickog rjeSenja pocetnog problema za parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe pod uvjetom da su sve funkcije koje se pojavljuju u jednadzbi analiticke.
Pokazat ¢emo kako se pocetni problem za parcijalne diferencijalne jednadzbe
moze rijesiti pomocéu Taylorovih redova.

Klju¢ ove metode je izracunavanje koeficijenata Taylorovog reda koristeci
pocetne uvjete i samu jednadzbu. Medutim, metoda je primjenjiva samo ako
rjeSenje problema predstavlja analiticku funkciju. Cauchy-Kovalevsky teorem
precizira uvjete pod kojima takav pocetni problem ima analiticko rjesenje.

Razmotrimo najprije sljede¢i pocetni problem za obi¢nu diferencijalnu jed-
nadzbu prvog reda po nepoznatoj funkciji u i nezavisnoj varijabli t:

du

= F(tu), (3.185)
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(0) = up. (3.186)

Ovdje je ug zadati broj, a F' je funkcija dvije varijable ¢ i u. Trazimo rjesenje
u(t) problema (3.185)—(3.186), definiranog na nekom intervalu t-ose koji sadrzi
tacku t = 0. Pretpostavimo da je funkcija F' analiticka u okolini tacke (¢,u) =
(0,u9) u R2, tj. da F ima Taylorov red koji konvergira ka F(t,u) za svaku
tacku (t,u) u okolini tacke (0,ug). Tada Cauchy-Kovalevsky teorem tvrdi da
poCetni problem (3.185)—(3.186) ima rjeSenje u(t) koje je definirano i analiticko
na intervalu koji sadrzi tacku ¢ = 0. Kako bismo pronasli Taylorov red za u(t)
oko tacke t = 0, potrebno je izracunati vrijednosti u i svih njegovih izvoda u
t = 0. To mozemo uciniti koristeci jednadzbe (3.185) i (3.186). Naime, iz (3.186)
imamo

u(0) = uyg,

a zamjenom ¢t = 0 i u = ug u (3.185) dobivamo
uM(0) = F(0,up).
Da bismo izra¢unali drugi izvod u t = 0, diferenciramo (3.185) po ¢
u? = Fy(t,u) + Fy(t,u)uV,

i zamijenimo t = 0 i prethodno dobivene vrijednosti za v i vV za t = 0, ¢ime
dobivamo
u?(0) = Fy(0,u0) + Fi,(0,u0) F (0, ug).

Zatim dva puta diferenciramo (3.185) po t i zamijenimo ¢ = 0 te prethodno
dobivene vrijednosti za u, u(") i u(?) za t = 0 kako bismo dobili u(* (0).

Nastavljajuéi na ovaj na¢in, mozemo izracunati vrijednosti v i svih njegovih
izvoda za t = 0. Cauchy-Kovalevsky teorem tvrdi da red

— u™(0) ,,
) t
n!

n=0

konvergira za sve t na otvorenom intervalu I kOJl Sadrii taéku t = 0 i deﬁnira
rjesSenje
u
u(t) = E 7( )t”7

|
"0 n!

koje predstavlja rjeSenje poCetnog problema (3.185)—(3.186) na I.

Razmotrimo sljede¢i pocetni problem, odnosno Cauchyjev problem, za par-
cijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda s nepoznatom funkcijom w i dvije
nezavisne varijable ¢ i x:

ou ou
i F (t,x,u, 8x> ) (3.187)

215



3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

u(0,z) = ¢(x). (3.188)

Varijabla ¢ ima posebnu ulogu na dva naéina. Prvo, parcijalni izvod du/0t
pojavljuje se u jednadzbi. Drugo, jednadzba je rijeSena s obzirom na ovaj izvod.
Funkcija F(t,z,u,p) je funkcija Cetiri varijable definirana na nekoj domeni u
R*. U pocetnom uvjetu (3.188) zadata funkcija ¢ definirana je na nekom in-
tervalu C' z-ose koji sadrzi koordinatni pocetak. Napomenimo da pocetna kriva
C' nije proizvoljna glatka kriva u (¢, x)-ravni, ve¢ je specificna po tome sto lezi
na z-osi (t = 0). Trazimo rjeSenje u(t,z) Cauchyjevog problema (3.187)—(3.188)
definiranog u nekoj domeni Q u (¢, x)-ravni koje sadrzi pocetnu krivu C' (vidjeti
sliku 3.15 (i)). Primijetimo da se skup C' u pocetnom uslovu naziva intervalom
jer predstavlja domen funkcije ¢(x) na realnoj osi. Isti skup C' se, medutim, u
geometrijskoj formulaciji Cauchyjevog problema identifikuje sa skupom tacaka

{(0,z) |z € CY,

pa se tada posmatra kao kriva u (¢, z)-ravni. Ova dvojna terminologija je uobic¢ajena
u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i ne predstavlja kontradikciju.

Pretpostavimo najprije da je zadata funkcija ¢(x) analiticka u okolini koor-
dinatnog pocetka na x-osi. Tada, iz pocetnog uvjeta (3.188), moZemo izra¢unati
sve parcijalne izvode funkcije v s obzirom na x u koordinatnom pocetku

U3
%(0,0) =¢™(0), n=0,1,2,...

Pretpostavimo takoder da je funkcija F' analiti¢ka u okolini tacke (0,0, ¢(0), o1 (0))
u R*. Tada Cauchy-Kovalevsky teorem tvrdi da problem (3.187)—(3.188) ima
rjeSenje u(t,z) koje je definirano i analiticko u okolini koordinatnog pocetka
(t,x)-ravni. Da bismo pronasli Taylorov red za u(t, z) oko koordinatnog pocetka,
potrebno je izrac¢unati vrijednosti svih parcijalnih izvoda funkcije u u koordinat-
nom pocetku. To moZemo uéiniti koristeéi jednadzbe (3.187) i (3.188). Ve¢ smo
vidjeli da se izvodi oblika 0™u/0x™ mogu izraCunati iz pocetnog uvjeta (3.188).
Zamjenjujuéi u (3.187) t = 0, x = 0 i prethodno dobivene vrijednosti za u i du/dx
u (0,0), dobivamo vrijednost izvoda du/dt u koordinatnom pocetku

0
57(0.0) = F(0,0.6(0), 6 (0).
Da bismo dobili vrijednost %, najprije diferenciramo jednadzbu (3.187) po
z,
O u = Fy(t,z,u,ug) + F5(t, 2, u, ug)ug + Fu(t, x, u, ug)u
8xat*2»avm 3\L, Ly Wy Uy ) g 4\by Ly Uy Uy J U

zatim zamijenimo ¢ = x = 0 i prethodno dobivene vrijednosti za u, u, i Uz, u
tacki (0,0). Ovdje F; oznacava parcijalni izvod funkcije F' s obzirom na njenu
j-tu varijablu, j = 1,2, 3,4.

Da bismo dobili %, diferenciramo jednadzbu (3.187) dva puta po z i za-
mijenimo t = z = 0 te prethodno dobivene vrijednosti za u, Uz, Uzpy 1 Uger U
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tacki (0,0). Na ovaj na¢in moZzemo izrac¢unati vrijednosti svih parcijalnih izvoda
oty /0z"0t, n = 0,1,2,..., u tacki (0,0). Zatim, da bismo izra¢unali %,
diferenciramo jednadzbu (3.187) po ¢

0%u
ot?
i zamijenimo ¢t = & = 0 i prethodno dobivene vrijednosti za u, u,, us 1 Uz u
koordinatnom pocetku. Jasno je da postupnim diferenciranjem jednadzbe (3.187)
po t i z te zamjenom prethodno dobivenih vrijednosti mozemo izracunati sve
parcijalne izvode funkcije v u koordinatnom pocetku.
Taylorov red za u(t, z) razvijen oko koordinatnog pocetka je

= Fl(tvxauv u-”f) + F3(t7xvuaur)ut + F4(t,x,u, um)urt

g,
[ A

3 D¢ Dg=u(0,0)

[P
(at7am) Qi Oyt
gdje se sumiranje vrsi preko svih parova (o4, ,) nenegativnih cijelih brojeva.
Cauchy-Kovalevsky teorem tvrdi da ovaj red konvergira za sve (¢,2) u nekoj
okolini U koordinatnog pocetka i definira rjesenje

D' D+ u(0,0) o, o,

ult,z) = > et (3.189)
(a¢,0z)

problema (3.187)—(3.188) u U. Preciznije, funkcija definirana sa (3.189) zado-

voljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.187) za svako (¢,z) u U i pocetni

uvjet (3.188) za svaku tacku (0, z) pocetne krive C koja je sadrzana u U (vidjeti

sliku 3.15 (ii)).

0] i) (i)
Slika 3.15: Geometrijska interpretacija Cauchyjevog problema i lokalne egzisten-

cije rjesenja.

Dat ¢éemo formulaciju Cauchy-Kovalevsky teorema za sljede¢i poc¢etni problem
(ili Cauchyjev problem), koji ukljuc¢uje parcijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog
reda sa jednom nepoznatom funkcijom w i n+ 1 nezavisnih varijabli ¢, x1, ..., xy:
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3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

%:F(t,xh...,mn,u,uzl,...,uzn), (3.190)

w(0, 21, ..., Zn) = A(X1,...,Tp). (3.191)

U parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi (3.190) funkcija
F(t,x1,...,Tp,u,p1,...,pn) je funkcija 2n + 2 varijabli. Ponovno napominjemo
posebnu ulogu varijable ¢ u (3.190); parcijalni izvod du/dt pojavljuje se u jed-
nadzbi, a jednadzba je rijeSena s obzirom na ovaj izvod.

U pocetnom uvjetu (3.191) zadata funkcija ¢ definirana je na nekoj oblasti S
prostora (21, xa, ..., Z,). Trazimo rjeSenje u(t, x1, ..., x,) Cauchyjevog problema
(3.190)—(3.191) definiranog za (t,z1,...,7,) na nekoj domeni Q u R"! koja
sadrzi oblast S na hiperravni ¢ = 0, na kojoj je zadat poCetni uvjet (3.191)
(vidjeti sliku 3.15 (iii) za n = 2).

Teorem 3.6.1 (Cauchy-Kovalevsky). Pretpostavimo da je funkcija ¢ analiticka
u okolini koordinatnog pocetka prostora R™ i da je funkcija F analiticka u okolini
tacke

(0,0,...,0,9(0,...,0),¢,(0,...,0),...,¢4,(0,...,0))

u prostoru R*"*+2. Tada Cauchyjev problem (3.190)—(3.191) ima rjesenje
u(t,z1,...,x,) koje je definirano i analiticko u okolini koordinatnog pocetka pros-
tora R™"*1, i to rjesenje je jedinstveno u klasi analitickih funkcija.

Teorem nam daje dvije tvrdnje:
(i) postoji analiticko rjeSenje u nekoj okolini koordinatnog pocetka, i
(ii) ovo rjeSenje je jedinstveno u klasi analiti¢kih funkcija.

Preciznije re¢eno, tvrdnja o postojanju kaze da postoji funkcija u(t, 1, ..., x,)
koja je definirana i analiticka u nekoj oblasti U koordinatnog poc¢etka u R" 1, te
da za svaku tacku (¢, z1,...,2,) iz U vrijedi:

o u(t,x1,...,z,) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.190),

o u(0,z1,...,x,) zadovoljava poCetni uvjet (3.191) za svaku tacku
(0,21, ...,x,) oblasti S sadrzane u U.

Tvrdnja o jedinstvenosti kaze da se bilo koja dva analiticka rjesenja problema
(3.190)—(3.191) moraju poklapati u nekoj okolini koordinatnog pocetka.

Detalje dokaza Cauchy-Kovalevsky teorema netemo ovdje navoditi. Dokaz
postojanja analitiCkog rjesenja sastoji se u pokazivanju da se koeficijenti Tay-
lorovog reda

Z D?"D;'fj“'D?S“(Ov“"O)

aflag! - ap!

(gt gon (3.192)

n

(g, 15eeey0p)

218



3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

mogu izracunati iz (3.190) i (3.191) (kao sto je uradeno za slucaj n = 1) i da red
(3.192) konvergira u nekoj okolini koordinatnog pocetka i zadovoljava (3.190) i
(3.191) u toj okolini.

Dokaz jedinstvenosti analitickog rjesenja slijedi iz ¢injenice da bilo koja dva
analiticka rjesenja moraju imati Taylorove redove razvijene oko koordinatnog
pocetka s koeficijentima koji su tacno jednaki koeficijentima iz (3.192). Buduéi da
se koeficijenti iz (3.192) mogu jednoznacno izracunati iz (3.190) i (3.191), slijedi
da bilo koja dva analiticka rjeSenja moraju biti ista u nekoj okolini koordinatnog
pocetka.

Primjer 3.6.1. Odrediti sve ¢lanove reda manjeg ili jednakog 3 u Taylorovom
redu oko koordinatnog pocetka rjesenja za pocetni problem

Up = Uly, (3.193)
u(0,7) = 1+ 22 (3.194)
Rjesenje. U ovom problemu ¢(x) = 1+ 22, pa je funkcija ¢ analiticka u

okolini koordinatnog pocetka z-ose (zapravo je analiticka na cijeloj z-osi). Ovdje
je uz(0,0) = ¢’(0) = 0. Nadalje, F(¢,2z,u,p) = up, a ova funkcija je analiticka
u okolini (0,0,1,0) u R?* (zapravo je analiticka na cijelom R?*). Prema Cauchy-
Kovalevsky teoremu, Cauchyjev problem (3.193)-(3.194) ima analiticko rjeSenje
u okolini koordinatnog pocetka (¢, z)-ravni. Moramo izrac¢unati sve izvode od u
reda < 3 u koordinatnom pocetku. Iz (3.194) imamo

w(0,2) =14+ 2%, up(0,2) =22, Upe(0,2) =2,  Upee(0,2) =0,
pa slijedi
©(0,0) =1, uz(0,0) =0, uz5(0,0) =2, wuzx(0,0)=0.
Iz (3.193) imamo
Up = Uy, Uy = Ullgy + Uy, Utz = SUgllpy + Ullgrs,
a koristenjem prethodno dobivenih vrijednosti imamo
ut(0,0) =0, w(0,0) =2,  ug(0,0) = 0.
Ponovno, iz (3.193) imamo
Upp = ULy + Ul Uptw = Uty + 2UpUig + Ullgaa,
a koristenjem prethodno dobivenih vrijednosti imamo
u(0,0) = 2, uy(0,0) = 0.
Na kraju, iz (3.193) imamo

Uptt = Ullgpg + 2UlUpy + Uiy,
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3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

pa slijedi
uttt((), O) = O

Taylorov red za u(t, z) razvijen oko koordinatnog pocetka je

DY D u(0,0) ,
u(t,z) =y fat'—%‘t b, (3.195)
(at;az)

sto daje

’u(t>$):1+t2+2t$+x2+--~.

Tacke u gornjem rje[enju oznacavaju ¢lanove reda > 4.
Buduéi da je jednadzba (3.193) kvazi-linearna parcijalna diferencijalna jed-
nadzba prvog reda, postoji jedinstveno rjesenje po¢etnog problema (3.193)—(3.194)
u okolini tacke (¢,2) = (0,0). Nadalje, ovo rjesenje moze se eksplicitno odrediti
i ima oblik
1+ 22
1—2te + /1 —dtx — 462

u(t,x) =2 (3.196)

Taylorov red za wu(t,z) razvijen oko (0,0) moze se direktno izracunati iz
(3.196), te se moze potvrditi da ¢lanovi reda < 3 zaista odgovaraju onima iz
(3.195). ¢

Primjer 3.6.2. Odrediti sve ¢lanove reda manjeg ili jednakog 3 u Taylorovom
redu rjesenja oko koordinatnog pocetka za pocetni problem

up = u? + g, (3.197)

u(0,2) =1+ 2z. (3.198)

Rjesenje. U ovom problemu ¢(x) = 1+ 2z, pa je funkcija ¢ analiticka u
okolini koordinatnog pocetka z-ose (zapravo je analiticka na cijeloj z-osi). Ovdje
je uz(0,0) = ¢'(0) = 2. Nadalje, F'(t,z,u,p) = u®+p, a ova funkcija je analiticka
u okolini (0,0,1,2) u R* (zapravo je analiticka na cijelom R*). Prema Cauchy-
Kovalevsky teoremu, Cauchyjev problem (3.197)—(3.198) ima analiticko rjeSenje

u okolini koordinatnog pocetka (t,z)-ravni. Moramo izra¢unati sve izvode od u
reda < 3 u koordinatnom pocetku. Iz (3.198) imamo:

w(0,2) =142z, uy(0,2) =2, uz(0,2) =0, Uze(0,2) =0,
pa slijedi:
u(0,0) =1, 4;(0,0) =2, 2z,(0,0) =0, sz (0,0) =0.
Iz (3.197) imamo:
Up = U% Uy, Uy = 2y + Upg,  Utpz = 2(U2 + Ullyy) + Uppe-
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3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

Zamjenom prethodno dobivenih vrijednosti dobivamo:
u¢(0,0) = u(0,0)? + 1, (0,0) = 1 + 2 =3,
U(0,0) = 2u(0,0)ug(0,0) + uy,(0,0) =2-1-240 =4,
Utz2(0,0) = 2(uz(0,0)? + u(0,0) sz (0,0)) + Uzzz (0,0) = 2(22 +1-0) + 0 = 8.
Dalje, iz (3.197) imamo:
U = 20Up + Upgy, Utz = 2(Uplly + Uty ) + Utgs-
Zamjenom poznatih vrijednosti dobivamo:
ut(0,0) = 2 - u(0,0) - 4 (0,0) + ug,(0,0) =2-1-344 =10,

Utz (0,0) = 2(uz (0, 0)uy (0, 0)4+u(0, 0)us, (0, 0)) 4+t (0,0) = 2(3-24+1-4)4-8 = 28.

Na kraju, iz (3.197) imamo:

U = 2(uf + wue) + Ui,
pa je
up¢(0,0) = 2(3% +1-10) + 28 = 66.
Taylorov red za u(t, x) razvijen oko koordinatnog pocetka je:

D& Do y(0,0
ult,z)= Y fi—“()t“x“ (3.199)

alay!
(at’am) ¢ z

sto daje

u(t,x) = 1+ 22 + 3t + 4t + 52 + 14622 + 4ta® + 1165 + - |

Tacke oznacavaju clanove reda > 4.
Nadalje, ovo rjeSenje moze se eksplicitno odrediti i ima oblik
—2t—2x—1

tx) = ) 3.200
u(t, z) 22+ 2tx +t—1 ( )

Taylorov red za wu(t,z) razvijen oko (0,0) moze se direktno izrac¢unati iz
(3.200), te se moze potvrditi da ¢lanovi reda < 3 zaista odgovaraju onima iz
(3.199). ¢

Primjer 3.6.3. Odrediti sve ¢lanove reda manjeg ili jednakog 3 u Taylorovom
redu rjesenja oko koordinatnog pocetka za pocetni problem

up = u?, (3.201)
u(0,7) = 1+ 2z — 32°. (3.202)
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3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

Rjesenje. U ovom problemu ¢(x) = 1+ 22 — 322, pa je funkcija ¢ analiticka u
okolini koordinatnog pocetka z-ose (zapravo je analiticka na cijeloj z-osi). Ovdje
je uz(0,0) = ¢'(0) = 2, a uz,(0,0) = ¢”(0) = —6. Nadalje, F(t,x,u,p) = p?, a
ova funkcija je analiti¢ka u okolini (0, 0, 1,2) u R* (zapravo je analiticka na cijelom
R%). Prema Cauchy-Kovalevsky teoremu, Cauchyjev problem (3.201)-(3.202)
ima analiticko rjeSenje u okolini koordinatnog pocetka (t,z)-ravni. Moramo
izracunati sve izvode od u reda < 3 u koordinatnom pocetku. Iz (3.202) imamo

uw(0,2) =1+ 22 — 32%,  uy(0,2) =2 — 62, Upe(0,2) = =6, Usppe(0,2) =0,
pa slijedi
w(0,0) =1, ugy(0,0) =2, u;(0,0) =—6, Uzpe(0,0)=0.
Iz (3.201) imamo
Up = U2, Upp = Qaplpy, Utee = 2(U2, + UpUzzz)-
Zamjenom prethodno dobivenih vrijednosti dobivamo:
u(0,0) =4,  ug(0,0) = =24, wg,(0,0) = 72.
Dalje, iz (3.201) imamo:
Upy = 2UgUty, Uty = 2(UtzUze + UzUizz)-
Zamjenom poznatih vrijednosti dobivamo:
u(0,0) = =96,  uy,(0,0) = 576.
Na kraju, diferenciranjem u; = 2u,uz,, po t dobivamo:
e = 2(uf, + Uglsta),
sto daje:
gt (0,0) = 3456.
Taylorov red za u(t, z) razvijen oko koordinatnog pocetka je
u(t, z) = u(0,0) + u,(0,0)x 4+ us(0,0)t

Uy (0, O) utt((), O)

o1 2% + us, (0, 0)tx + 51 t2
22(0,0 2(0,0 0,0
+%tx2+%t2x+%t3+”. ,

sto daje

u(t,x) = 1+ 2o — 322 + 4t — 24t — 48t% + 36ta? + 288t%x + 115263 + - .

Tacke u ovom rjeSenju oznacavaju ¢lanove reda > 4. ¢

Primjer 3.6.4. Odrediti sve ¢lanove reda manjeg ili jednakog 3 u Taylorovom
razvoju rjesenja pocetnog problema

up = (sinu)uy, (3.203)
u(0,z) = % + . (3.204)
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3.6 Teorem Cauchy-Kovalevsky

Rjesenje. U ovom problemu funkcija ¢(x) = & +2 je analiticka u okolini z-ose.
Dakle, rjesenje u(x,t) je analiticko u okolini tacke (0,0). Po Cauchy-Kovalevsky
teoremu, problem (3.203)-(3.204) ima analiti¢ko rjeSenje, te ¢emo izracunati sve
izvode u do reda < 3 u tacki (0,0).

Iz pocetnog uvjeta (3.204) imamo

u(0,x) = % +z, uy(0,2) =1, uypy(0,2) =0, Upes(0,2)=0.

Dakle,

™
==

1(0,0) 6

1z(0,0) =1, uge(0,0) =0, tgpe(0,0) = 0.

Iz jednacine (3.203) slijedi
up = (sinu)uy,

pa u tacki (0,0) imamo
1
u(0,0) = sin% =3

Dalje, diferenciranjem (3.203) po z dobivamo
Upe = (cosu)u? + (sinu)ug,,
te u tacki (0,0)

s

s (0,0) = (cos E) 1+ (sin %) 0=

V3
2

Ponovnim diferenciranjem (3.203) po t dobivamo
ugr = (cosu)ugty + (sinu)uyy,,

pa u tacki (0,0) imamo

u(0,0) = (cos %) . % 1+ (sin %) V3 ?

Dalje, racunamo izvode viseg reda:

Utye = (ummr - Ui) sin u + 3y Uy, COS U,
2 .
Utty = (Utm - Umut) Sinu + (Uggtis + 2UyUsy) COS U,

Uppp = (utmuxuf) sinu + (2ugtits, + Uz Uge) COSU.

Izracunavanjem dobivamo:

15

1
utmz(ovo) = -z uttm(ovo) =1, uttt(ovo) = §

2 Y
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3.7 Zadaci za samostalan rad

Taylorov red za u(t, z) razvijen oko koordinatnog pocetka je

u(t,z) = u(0,0) + ux(0,0)z + u:(0,0)t

0,0 0,0
Lmé' : )a:2 + u(0,0)t + 7%%(2" )t2
Uiz (0,0) 5 U(0,0) 5 ue(0,0) 5
e SR R S
sto daje
Vi, VB 1, 1, 5,
t - b 22 Yo — e Pt
u(t,z) = 6+ +2+4 +2 4x+4 z+16 +
Tacke oznacavaju clanove reda > 4. ¢

Cauchy-Kovalevsky teorem je teorem od fundamentalnog znacaja u teoriji par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi. Medutim, njegova prakticna primjena cesto je
ogranicena strogim zahtjevom da pocetni uvjeti i desna strana jednadzbe moraju
biti analiticki, kao i ¢injenicom da teorem tvrdi postojanje i jedinstvenost rjesenja
samo u (mozda vrlo maloj) okolini koordinatnog pocetka.

3.7 Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti nezavisne prve integrale sljede¢ih simetri¢nih sistema diferencijal-

nih jednadzbi.
(i) dr dy B %
—x2  xy—222  xz’
d d d
N S, S
2 —a) yz 22+y*>+ax
(i) dx dy dz
i) — = = ;
Yy —y1—y?  2/1—y? —azy
(iv) dx B dy _dz
c+y—xy?  aty—xz—y  y?—a?
dx dy dz
W) —— ==~ =
wy—2) ylz-—2) zz-y)
dl‘l dl‘g dl‘g d$4

(vi) = =

T —xy xy—xo (3 —a4)(m —22+1)  x3—x4

2. Naci opce rjesenje sljedeéih linearnih homogenih parcijalnih diferencijalnih

jednadzbi:
ou ou ou
(4) x%—Qy@— % 0;

(i4) (1+¢3Z—T)—+2% ZZ=0;
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ou Ou 9 | o 0u
(#i1) 8332'% + Qyza—y + (4z* 4+ y )& =0;

? d d
(i) Sot (Lha—y—2) o+ (y—z+2) 50 =0;

ox dy 0z
(v) (z1 4+ 23+ x4) +(z1+z +x)%+(m +x +ac)%—|—(x+
1 3t T4) 5 1 3t )y - 1 2% )5 1
To+x )ﬁ =0
2t @) =0
3. Nadi rjesenje sljede¢ih Cauchyjevih problema:
Ju ou
oy =0 1) =
(i) oo+ =0, ule1) =
(i) 2\/5% - % 0, u(l,y) =y*
(i) % + %Z % =0, u(l,y,z2)=yz;
ou Ju
— 4+ (2" —y)— =0 0,y) =
() o+ ( y)ay , u(0,y) =y
4. Na¢i ono rjesenje jednadzbe
x@ + % + z% =0
or yay 0z
koje prolazi kruznicom
$2—|—y2:a$7 z=1.
5. Rijesiti sljede¢e Cauchyjeve probleme:
0 0
@@—M%+W—@£=ww,y=wﬁw
0 0
(i1) (;E—u)a—Z—i—(y—u)@—Z =2u, z—y=2 u+2z=1;
(#i1) (y + 2u2)% — 2x2ug—z =22, w=uz, y=2a%
0 0
(iv) za—z+ya—z =u—2?—9y% u=z-2% y=-2
ou Ou y—=x 9
(v) & a9 s u=y e
6. Odrediti onu integralnu povr§ u = wu(z,y) parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe

0 0
(@ 4+ u) 2= — y(y +u) e =0

Ox dy
za koju je u(1l,y) = \/y.
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7. Nadi rjesenje Cauchyjevog problema

ou ou
u(x +u — wW— =0, u=h, z° 2 = a2
(@+u)z- —yly+u) a9y +y
8. Rijesiti sljedetu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
ou ou
P e
or Y Jy
zan € N. Zan =11n = —1 nadi onu integralnu povrs koja sadrzi pravu

u=1, z=yV2.
9. Nadi skup integracionih faktora diferencijalne jednadzbe

(z%y — 2y*)dx + (yz — 22*)dy = 0.

10. Nadi opce rjesenje sljede¢ih linearnih nehomogenih parcijalnih diferencijal-

nih jednadzbi:
(1) Ou + x@ =z
Yor "oy 4
(it) e" 5+ yQ? = ye’;
(#4d) (u— y)QZ— + ug—z = zu;
(iv) . + tan Uz, = COSU;
ou ou

(v) x%—l—ya—y:u—&— 22+ y?+a?, ack;

(vi) 2y(2a — x)% + (2% +u? —y? - 4ax)@ =—2yu, a€R.
x

dy
11. Nadi opce rjesenje sljedecih linearnih nehomogenih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi:
() @t DG+ (+2)ge + @) =
.. Ou Ju ou
(i1) x%+(z+u)a—y+(y+u)& =y+z
0 0 0
(uii) xa—u —l—ya—z + 5 = 2 + 2u;
U ou Ou

. 9 B
(iv) (w= )5+ (w=v)g — gt =z 4y,

12. Naci opce rjesenje sljede¢ih linearnih nehomogenih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi:
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(@) in . ou T ou T1T2,... T
i) x To— + - Ty = ;
o ? 04 Oz, u
5] 0 0
(Zl) (1+\/u—alxl—...—anmn)a—;l—l—af;-i-“--l-%t=a1+a2+-~-+
Ap, G1,09,...,0n, € R;

ou
+ (@1 tas+ ot rntu)o- +o A+ (o +

(i) (w2 + 23+ -+ n +0) 2L
2 3 n ay

81’1

ou
$2+"'+$n_1+u)@=I1+JJ2+"'IL

13. Ispitati integrabilnost sljedecih sistema parcijalnih diferencijalnih jednadzbi,
i ako su rjesivi, rijesiti ih.

ou 5
71_ v,
(4) gu 2u 9
o= Y
dy y
ou
? = y27
(i2) w1 2u 9
oy 22y Y
ou wu
(744) 5 B %1;
oy y’
ou
Py A )
iy
(iv) "
— = au;
dy
0
—u2yu —u?,
(v) y
— = ux.
dy

14. Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija svojih argumenata. Naéi
potpune integrala sljede¢ih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

(i) f(p.q) =
()f(yn) 0;
(i1) f(

(iv) f(

15. Na¢i potpune integrale sljedeéih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

u,p,q) =0;
z,y,p,q) = 0.

(1) pr+ qy + upg = 0;
(1) p* —¢* +u=0;
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3.7 Zadaci za samostalan rad

(i) p:v+qyfu

(iv) (p—2)* = (g—y)* =1
(v) 2ufpx+qy+q =0
(vi) P +¢™ =u" m,neN.

16. Naci potpune, singularni i opéi integral sljedeéih parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi:

(i) u—px—qy—p*—pg—q* = 0;

2
l1-p—a
i) PP +1—(—22) o,
()p 9 r+y+u
(iii) u+ px + 23pq + 22yq?;
(iv) u—pxr —qy — ¥/pq = 0.

17. Data je parcijalna diferencijalna jednadzba
w2+ p° + %) = 2% + v + 2uap + yq).

Odrediti potpuni, singularni i opéi integral. Naéi ono rjesenje za koje je
u=x+yiy=a%

18. Naéi onu povrs koja zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

U = pr +qy + pq
i koja prolazi parabolom z =0, u = y?.
19. Nadi rjesenja sljede¢ih Cauchyjevih problema:
(i) u—pr—qy—3p* +¢* =0, =0, u=y*
(ii) p* +¢* —u=0, x=cost, y=sint, u=1;
2
) 5%
(iv) p P —¢> —2u=0, =0, y=t, u=(1+t)?%
W u2—p?—¢?-1=0, z=t, y=1—t, u=1;

(iii) p* —2pq+q®> —4u=0, =0, y=t, u=

(i) PP+ —u2+1=0, 22+y>=X2, u=1
20. Data je parcijalna diferencijalna jednadzba
w? — p?a? — 2% = 0.
a) Metodom Lagrange-Charpita odrediti potpuni i opéi integral.

b) Cauchyjevim metodom karakteristika odrediti partikularno rjesenje
koje zadovoljava pocetne uvjete



3.7 Zadaci za samostalan rad

21. Data je parcijalna diferencijalna jednadzba
u? —pg = 0.
a) Metodom Lagrange-Charpita odrediti potpuni i opéi integral.
b) Cauchyjevim metodom karakteristika odrediti partikularno rjesenje
koje zadovoljava pocetne uvjete
r=1, u=vy>
22. Metodom karakteristika rijesiti sljede¢e Cauchyjeve probleme:
(@) PP+ q¢*>=2u, 2>°+y*=1, u=1;
(i) P+ e+ (p=35) (a-5) —u=0, u(,0)=0

2 2

y2

(iv) 2p%r+qy —u=0, wu(zr,1)= 7%'

23. Nadi potpuni i singularni integral jednadzbe

w1+ pf) =1
i=1

24. Odrediti obvojnice familije linija
z1 +a’xe —2a =0, (a€R)
u R? i familije ravni
20171 + 2a913 — x3 + a3 +a3 =0, (a,az €R)
u R3.

25. Naci potpune integrale Eikonalove parcijalne diferencijalne jednadzbe
St
i=1

26. Hamilton-Jacobi jednadzba je parcijalna diferencijalna jednadzba oblika

ou

s H ) yersPn) = Oa
ot + H(p1,p2 Pn)
gdje je H : R™ — R. Dokazati da je

w(Ty, ..., Ty, t) :Z:aixi—tH(al,...7an)+b
i=1

potpuni integral Hamilton-Jacobi jednadzbe, gdje suay,. .., a, i b proizvoljne
konstante.
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3.7 Zadaci za samostalan rad

27. Koriste¢i Cauchyjevu metodu karakteristika rijesiti Cauchyjev problem
inpi +u=0, u(r1,z2,...,Tn-1,0) =g(x1,2Z2,...,Tn_1).

28. Napisati karakteristi¢ni sistem za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ly f t)
v Tipi = LlyeeoyTnyl),
ot ~
gdje su aq,...,a, proizvoljne konstante. Koriste¢i karakteristicni sistem

Cauchyjevim metodom naéi ono rjesenje koje zadovoljava uvjet
w(xy, ..., @0, 0) = g1, ..., Tp).

29. Koriste¢i Cauchyjevu metodu karakteristika rijesiti sljedece Cauchyjeve
probleme:

T1p1 + Tape = 2u,  u(w1,1) = g(w1);

T1p1 + 2%9p2 + p3 = 3u, u(z1,22,0) = g(x1,22);
1
2
z1p2 — v2p1 =0,  wu(x1,0) = g(1);
pr+p2=u?, u(r1,0) = g(z1);

2

pip2 =u, u(0,x2) = 3.

)
)
(i) upy +p2 =1, w(xy,21) = —w;
)
)
)

(vi
30. Odrediti koje od sljedec¢ih Pfaffovih diferencijalnih jednadzbi su integrabilne
i pronadi rjesenja za one koje su integrabilne:
(1) yzdx + 2xzdy — 3zy dz = 0;
(ii) (y? + zz)dx + (2* + yz) dy + 322 dz = 0.
31. Provjeriti da li su sljedec¢e Pfaffove diferencijalne jednadzbe integrabilne i
rijesiti ih:
(i) 2yzdx — 2xzdy — (22 — y*)(z — 1) dz = 0;
(y? +yz)d:z:+ (2% + zz) dy + (y* — zy) dz = 0;
(y? + 2%) dx + 2y dy + vz dz = 0;
yz(y—l—z)dw—i—acz( +2)dy + zy(z + y) dz = 0;
zdx—l—(z —2yz)dy + (29 — yz — x2) dz = 0;
—y3 —y?2)dx + (zy? — 222 — 23) dy + (2 + 2%y) dz = 0;
202 — yz)dr + (2yz — 22) dy — (22 — 2y + y?) dz = 0;

(i

i)
(4i1)
(iv)

(v)
(vi) (2°
(vid) (
(viit) yzde +2zzdy + zydz = 0;
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3.7 Zadaci za samostalan rad

(iz) (e*y+e*)dx+ (e*z+€*)dy + (e¥ —e¥z —e*)dz = 0;

() (222 + 2wy + 2222 + 1) dx + dy + 2z dz = 0;

22(y + 2)dx + (2yz — 22 + y? — 22) dy + (2yz — 2% —y? + 22) dz = 0;
(

(i)
) 223y + 1) dz + 2* dy + 2* tan z dz = 0;
)
)

(zii
(xiti) 2(y+ 2)dx — (z+ 2)dy + 2y — x + 2) dz = 0;
(ziv) (62° +423y+ 3222+ 22y?) do + (x* + 222y + 3y?) dy + (2> +22) dz = 0.
32. Za svaki od sljedec¢ih pocetnih problema, provjeriti najprije da li su zadovol-
jeni uvjeti Cauchy-Kovalevsky teorema, a zatim pronadi ¢lanove Taylorovog
reda do reda < 2 razvijenog oko koordinatnog pocetka:
(1) w = e®u,, w(0,z)=1—z+2%
(1) up = Ug, Uz, u(0,21,72) = 1 + T3 — 20%;

(i44) wup = u? + UgyUszy, (0,21, 22,73) = T1 + To + 5 — 3 + Tow3.

33. Za sljedeéi pocetni problem

uy = sinug, u(0,z) = T

4

provjeriti da li su uvjeti Cauchy-Kovalevsky teorema zadovoljeni i pronaci
Taylorov red rjesenja razvijen oko koordinatnog pocetka.

34. Za sljedeci pocetni problem

up = cosuy, u(0,xz)= %:L‘ + %mQ
provjeriti da li su uvjeti Cauchy-Kovalevsky teorema zadovoljeni i pokazati
da vrijedi
2 2 2 2
wltya) = Tat V2T V2T T V2 (%) at

4 2 6 23 12 4 \3

1 2 2

e ma_ﬁ(g Py

2\3 8 \3

gdje tacke oznacavaju ¢lanove reda > 4.
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Poglavlje 4

Parcijalne diferencijalne
jednadzbe drugog reda

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe
drugog reda. Posebna paznja posveéena je njihovoj klasifikaciji na elipticke,
parabolicke i hiperbolicke tipove, kao i kanonskim oblicima koji omogucavaju
jednostavniju analizu i rjesavanje problema. Ova klasifikacija igra klju¢nu ulogu
u razumijevanju ponasanja rjesenja i izbora odgovarajuéih metoda rjesavanja.

Razmatraju se klasi¢ne parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda, uklju-
¢ujudi Laplaceovu jednadzbu, jednadzbu provodenja toplote i talasnu jednadzbu.
Poseban naglasak stavljen je na formulaciju i rjeSavanje pocetnih i rubnih prob-
lema, te na pitanja egzistencije i jedinstvenosti rjesenja.

U okviru poglavlja obraduju se i standardne metode rjesavanja, kao $to su
Fourierova metoda ili metoda razdvajanja varijabli, koje se prirodno nadovezuju
na teorijsku klasifikaciju jednadzbi. Kroz rijeSene primjere ilustruje se veza
izmedu tipa jednadzbe, postavljenih uvjeta i osobina rjesenja, sa ciljem da se
studentima omogué¢i dublje razumijevanje strukture parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda.

4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viseg reda

U ovoj sekciji ¢emo pokazati da se parcijalne diferencijalne jednadzbe viseg reda
sa konstantnim koeficijentima mogu eksplicitno rijesiti. Prvo ¢emo posmatrati
homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda koje u sebi sadrze samo
parcijalne izvode drugog reda, a zatim ¢emo pokazati kako se metoda operatora
moze koristiti za rjesavanje nekih posebnih nehomogenih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi. Na kraju, metodu operatora ¢emo prosiriti na rjesavanje opcih
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog i viseg reda.
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

Za parcijalne diferencijalne jednadzbe oblika
Ugy + klu.'cy + k’guyy = 0, (41)

gdje su kq i ko konstante, koristimo oznake Dy = 9/0x i Dy = 0/0y, tako da se
jednadzba (4.1) simboli¢ki moze zapisati kao

(D} + k1D1 Dy + ks D3) u = 0. (4.2)

Simbolicki operator na lijevoj strani izjednacen sa nulom, odnosno
D% + kyDy Dy + ke D3 = 0, (4.3)
naziva se pomoc¢na jednadzba pridruzena parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi

(4.1). Neka su njezini korijeni Dy /Dy = mq, ma.

Sluéaj I. Ako su korijeni jednadzbe (4.3) medusobno razli¢iti, tada je jednadzba
(4.2) ekvivalentna sa

(D1 - mng) (D1 - ngg) u = 0. (44)

Jednadzba (4.4) ¢ée biti zadovoljena ako je u rjeSenje jednadzbe (D; —maDs)u = 0,
tj. ug — mauy = 0. Ovo je linearna parcijalna diferencijalna jednadzba prvog
reda, i ona je ekvivalentna sa sistemom diferencijalnih jednadzbi

de _ dy _du
1 _7m2_0.

Iz ovoga slijedi da je y +mox = ¢1 1 u = ¢, pa je rjeSenje dato sa u = g(y+max),
pri ¢emu je g proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.

Sli¢no, jednadzba (4.4) ée takoder biti zadovoljena ako je u rjesenje jednadzbe
(D1—m1Dy)u = 0, tj. ako jewu = f(y+myx), pri ¢emu je f proizvoljna neprekidno
diferencijabilna funkcija.

Sada je opce rjeSenje jednadzbe (4.1) dato sa

u = f(y+miz)+ gy + max).

Sluéaj II. Ako su korijeni jednadzbe (4.3) medusobno jednaki, tj. m; = mao,
tada je jednadzba (4.4) ekvivalentna sa

(Dy —myDy)*u = 0. (4.5)

Stavljajuéi (D1 —m1Ds)u = v, dobivamo (D; —mi1D3)v = 0, Sto kao i
ranije daje v = g(y + mix), pri Cemu je g proizvoljna neprekidno diferencija-
bilna funkeija. Stoga (4.5) poprima oblik (D; — m1Ds)u = g(y +mix), odnosno

Uy — miuy = g(y + mix).
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4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

Ovo je opet linearna parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda, pa je ona
ekvivalentna sa sistemom diferencijalnih jednadzbi

dj dy du

1 -my gy +miz)’
odakle slijedi y + mix = ¢1 i du = g(c1)dx, tj. u = g(e1)x + ca, pri Cemu je co
proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija koja ovisi od ¢;. Stoga je opce
rjesenje (4.1) u ovom sluéaju dato sa
u= fly+mz)+ 2g(y + mz),
pri cemu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.

Primjer 4.1.1. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ugg + Ugy — 2Uyy = 0.

Rjesenje. Pomoc¢na jednadzba date parcijalne diferencijalne jednadzbe glasi
m?>4+m—2=0, m = D1 /D,

Cija su rjesenja m; = 1 i my = —2. Stoga se opée rjesenje moze zapisati kao

lule,y) = fly+a) + gy — 22). |

U ovom rjeSenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢
Primjer 4.1.2. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

2Ugy + gy + 2Uyy, = 0.

RjesSenje. Pomocna jednadzba glasi
2m? +5m+2=0, m=D;/D,.

Njena rjeSenja su m; = —2, mg = —1/2. Stoga se opée rjeSenje moZe zapisati
kao

lu(w,y) = fly —22) + g(2y — @)

U ovom rjeSenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Primjer 4.1.3. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
Ugg + OUgy + Yuyy = 0.
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

RjesSenje. Pomoc¢na jednadzba je
m?+6m+9=0, m=D;/D,,
a njena rjeSenja su mp 2 = —3. Stoga se opce rjeSenje moze zapisati kao
\u(w,y) = f(y — 3%) + zg(y — 3x). \

U ovom rjesenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

U naredna dva primjera ¢emo pokazati kako se ova metoda moze primijeniti
na rjesavanje homogenih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi viseg reda.

Primjer 4.1.4. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ugzr + Uzgy — Upyy — Uyyy = 0.

RjesSenje. Pomoc¢na jednadzba glasi
m3+m?—m—1=0.

Rjesavanjem kubne jednadzbe dobivamo korijene mj o = —1 i m3 = 1. Stoga se
opce rjesenje moze zapisati kao

lu(@,9) = fily— o)+ 2foly — @) + sy + ).

U ovom rjesenju f1, fo i f3 su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. 4

Primjer 4.1.5. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

RjeSenje. Pomocna jednadzba je algebarska jednadzba cetvrtog stepena

m*—1=0,
koja ima dva realna rjesenja m; = 1 i me = —1 i dva konjugovano kompleksna
rjesenja mg = i i myq = —i. Opce rjesenje se moze zapisati u obliku

[ u(z,y) = fily +2) + foly — 2) + faly +iz) + faly — ix). |

U ovom rjesenju f1, fa, f3 i f4 su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.

¢

Sada ¢emo razmatrati nehomogene parcijalne diferencijalne jednadzbe oblika
L(D1, Ds)[u] := (D} + k1D1Dy + ks D3) u = F(z,y). (4.6)

Kao u slucaju obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, partikularno rjesenje u,(x, y)
jednadzbe (4.6) moze se dobiti koriStenjem operatorske metode, tj. primjenom
inverznog operatora £(D1, D2)~! na jednadzbu (4.6), odakle dobivamo

up(w,y) = L(D1, D2) ' F(x,y) = F(z,y). (4.7)

1
L(D1, Ds)

U ovisnosti od oblika funkcije F', razlikujemo sljedece specijalne slucajeve.
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4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

1° sluéaj. Neka je F(z,y) = e, Bududi da je
(D} + k1 D1 Dy + kyD3) e*+% = (a2 + kyab + kob?) €220,

odnosno
L(D1, Ds) [eam+by] = L(a,b) [6am+by] ,

primjenjujuéi inverzni operator £(Dy, D2)~! dobivamo

1

up(z,y) = E(D1,D2)_le“'+by = m

euw—&-by’

ako vrijedi L(a,b) # 0.

2° sluéaj. Neka je F(x,y) = sin(mz + ny) ili F(z,y) = cos(ma + ny). Bududi
da je

(D% 4+ k1D1Dy + ng%) sin(mx + ny) = (—m2 — kimn — k2n2) sin(maz + ny),
primjenjujuéi na obje strane inverzni operator, dobivamo

1
—m?2 — kymn — kon?

up(z,y) = L(D1, Do) ' sin(ma + ny) = sin(mz + ny),

pod uvjetom da vrijedi m? + kymn + kan? # 0.
Na slican na¢in imamo da je

1
—m?2 — kymn — kon?

up(z,y) = L(D1, D2) " cos(ma + ny) = cos(mx + ny).

3° sluéaj. Neka je F(z,y) = z™y", gdje su m i n nenegativni cijeli brojevi.
Bududi da vrijedi

1
uy(z,y) = L(D1, D) ta™y" = ————a™y",
p(T,y) = L(D1,D2) 2™y D" Y
razvijamo m u binomni red po rastu¢im stepenima po D; ili D, a zatim
djelujemo na x™y" ¢lan po Clan.

4° slucaj. Neka je F(x,y) proizvoljna funkcija od = i y. Da bismo izra¢unali
(4.7), rastavljamo m na parcijalne razlomke tretirajuéi £(D1, D2) kao
funkciju samo od D; i djelujemo na svaki parcijalni razlomak funkcije F(z,y),
uzimajuéi u obzir da vrijedi

1
5 Faw) = [ Fae—ma)da,

gdje se ¢ nakon integracije zamjenjuje sa y + max.
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

Da bismo ovo pokazali, stavimo da je

o Flay) = 6(z.),
odakle slijedi
(D1 —mDa2)d(z,y) = F(x,y).
Posljednjoj jednadzbi mozemo pridruziti sistem diferencijalnih jednadzbi
dx dy do
1T "m  F (z,y)’

odakle vidimo da je y + mz = ¢, te vrijedi

d¢

dr=—2
. F(x,c— mx)

Ovo sada daje
o(z,y) = /F(x7 ¢ — ma)dx.
U sljede¢im primjerima ¢emo demostrirati navedena Cetiri slucaja.

Primjer 4.1.6. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
Ugy — Dy + 6y, = ™Y, (4.8)
Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.8) pomoéna jednadzba je
m? —5m+6=0, m=D;/D,,
sto daje m; = 2, mo = 3. Prema tome, rjesenje homogene jednadzbe je

up(w,y) = f(y — 2x) + g(y — 3z),

pri ¢emu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Kako je a = b = 1, partikularno rjesenje je dato sa

1 1 ®
up(@,y) = (D} = 5D1Dz + 6D3) " €™ = e e
_ # Tty leﬂﬂ-ﬁ-y.
1-5+6 2

Prema tome, opée rjeSenje jednadzbe (4.8) je dato kao zbir homogenog i
partikularnog rjesenja, tj.

w(z,y) = fly —2x) + gy — 3x) + %eaﬁy_

U ovom rjesenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Primjer 4.1.7. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ugg — Ugy = COS T COS 2. (4.9)
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4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.9) pomoéna jednadzba je
m?—m =0, m=Di/Dy,

sto daje my; = 0, mo = 1. Stoga je rjeSenje homogene jednadzbe dato sa
un(z,y) = f(y) + 9(y + ),

pri ¢emu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

up(z,y) = D" - DD, COS I COS 2y
1
1 1
= im [COS(J? + 2y) + COS(I — 2y)]
1

cos(x + 2y) +

T2 | T142 1

_ % [cos(;r +2y) — %cos(x _ 2y)} .

Stoga je opce rjesenje jednadzbe (4.9) dato sa

w(z,y) = fly) + 9y +x) + %cos(:c +2y) — éCOS(I —2y).

U ovom rjesenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢
Primjer 4.1.8. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ugg + Mgy — DUy = v (4.10)

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.10) pomoé¢na jednadzba je
m?+4m —5=0, m=D;/Dy,

sto daje m; = —5, mo = 1. Prema tome, rjeSenje homogene jednadzbe je
un(x,y) = f(y +52) + gy — =),

pri ¢emu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

( ) 1 2 1 2
Up(T,Y) = Yy = Yy
D%+4D1D2—5D% D% (1_,'_43? _5g%)
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

Prema formuli za razvoj u binomni red imamo

- (g g) -X () (B -R)
. 1+4——5 = 472 522
14482 —5D2 Dy D} kZ:O k Dy "D}

D, _D? D, D2\’
—1- (422 5 422 5
<D1 D2>+( D, D%) "
Do D2
—1-4=2 421
D, FHpr

U posljednjem redu smo napisali samo ¢lanove reda zakljucno sa kvadratom od
k

oo jer ¢lanovi oblika D’” za k > 3, ne uti¢u na rezultat, posto je D5y? = 0 za
sve k > 3. Dalje, kako je

Dy = 1
D 2y) = [ 2ydx =2
D1 Dl( 2@/) D1( Y) / yax zy + c1,

DI, 1,54 1 1 1
D22 1 p2oy_ 1 2z = — (2
DY Df( 2°) Df() Dl/ T Dl(x+02)

= /(236 + co)dx = 2 + cox + c3,

to imamo

1 1
y* = N
Df +4D1D> —5D3° — p2 (1+4gf375%)
1 D2 D2 2 1 2 2
—4== 421 w3 (" =8 21
( b+ D2+ ) D%(y ay + 21a?)

2

up(z,y) =

:F%
1 1
D1 /(y —8xy + 21z )d D, (a:y2—4a:2y+7x3)
2,2 g3 4
= [ -y ety ae = T BV T

pri ¢emu smo proizvoljne konstante u gornjim integralima izjednacavali sa nulom
(8to je dozvoljeno s obzirom da se radi o partikularnom rjesenju).
Konaéno, opée rjesenje jednadzbe (4.10) je

2,2 3 4
T4y dx°y Tz
u(w,y) = fly+52) + gy — 2) + = s T
U ovom rjesenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Primjer 4.1.9. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Upy — gy + duuy, = 1Y, (4.11)
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4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.11) pomoéna jednadzba je
(m— 2)2 =0, m=Dy/D,,
¢ija su rjeSenja my 2 = 2. Stoga je rjeSenje homogene jednadzbe dato sa
un(x,y) = f(y +2x) + xg(y + 27),

pri ¢emu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

_ 1 2z+y
up(z,y) = Dy = 2D2)2e .

Jasno je da 1° slucaj ne vrijedi. Medutim, mozemo primijeniti 4° slucaj..
Za ovu primjenu primijetimo da za jednadzbu (D; — 2Ds)v = €***¥ rjesenje je
dato sa

v(z,y) = /F(% c—2x)dz = /62I+(C_2$)dx = ref = gz,
Bududi da (D — 2Ds)u, = v = 2e?* Y, partikularno rjesenje je
1 1
up(z,y) = /3362”:"’(6_2”)071‘ = /xecdaﬁ = §.T2€C = 535262’”'”’.

Stoga je opce rjesenje jednadzbe (4.11)

1

U ovom rjeSenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Primjer 4.1.10. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Ugg + Ugy — OUyy = Yy cos . (4.12)

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.12) pomoéna jednadzba je
m?+m—6=0, m=D;/Ds,

¢ija su rjesenja m; = —3, my = 2. Stoga je rjesenje homogene jednadzbe dato sa
up(z,y) = fly — 3z) + gy + 2),

pri ¢emu su f i g proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

1
up(@,y) = (D, — 2D5)(D; + 3D5)

Y COoS .
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

Prvo rjesavamo jednadzbu (D + 3Ds)v = y cosx kako bismo odredili

v(z,y) = /(c—|— 3x) cosxdxr = (¢ + 3z)sinz + 3cosx

=ysinx + 3cos .

Sada, buduéi da je (D; —2D3)u, = v = ysinz + 3 cos z, partikularno rjesenje

je
up(x,y) = /[(c — 2x)sinx + 3 cos z|dx
= (c—2z)(—cosz) — (—2)(—sinzx) + 3sinz
=sinx — ycosz.
Stoga je opce rjesenje jednadzbe (4.12):
‘u(az,y) = f(y —3z) + g(y + 2z) + sinx — ycosz. ‘
U ovom rjesenju f i g su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Iz gornjih primjera jasno je da se navedena procedura moze jednostavno
prosiriti na parcijalne diferencijalne jednadzbe viseg reda oblika
o"u Tk o1y " o™u
ox™ ! oz~ 10y " oyn
pod uvjetom da je funkcija F(z,y) odgovarajuéeg oblika. Ovu tehniku ¢emo
ilustrirati na sljede¢im primjerima.

= F(z,y),

Primjer 4.1.11. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Upgz — 2Ugay = 2¢%* 4 32%y. (4.13)

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.13) pomoéna jednadzba je
m3 —2m? =0, m = Dy/Dy,
sto daje my = 0, my = 0, mg = 2. Stoga je rjeSenje homogene jednadzbe dato sa
un(x,y) = fi(y) + xfo(y) + fs(y + 22),

pri ¢emu su f1, fo i f3 proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

up(z,y) = sz_;m@ezz + 3z%y)
:8—28-()6236+D3§’<1+2DD12+4D’§+”'>$29
=5 gy (v 57)
= i621+%x5y+$ 6



4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

Primijetimo da smo partikularno rjesenje odredili koristenjem tehnika izlozenih
u 1° sluéaju i 3° slucaju.
Sada je opce rjesenje jednadzbe (4.13) dato sa

1 1 1
u(@,y) = fi(y) + 2foly) + foly + 22) + 3% + oay + ot

U ovom rjesenju f1, fo i f3 su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. ¢

Sada ¢emo razmotriti opéu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda
sa konstantnim koeficijentima koja je oblika

A(D1, Dy)[u] = (D} + k1 D1 D3+ ko D3 + k3 Dy + ka Do + ks ) [u] = F(z,y). (4.14)
Uz pretpostavku da su koeficijenti k;, ¢ = 1,...,5, konstantni, mozemo pret-

postaviti da je rjeSenje jednadzbe (4.14) oblika e* ¥ za F(x,y) = 0, $to vrijedi
ako i samo ako je

A2+ ki A+ kop® + ks + kap + ks = 0. (4.15)

Jednadzba (4.15) je algebarska jednadzba sa dvije nepoznate A i u. Ova jed-
nadzba opéenito ima beskonaéno mnogo rjesenja (A, p). Konkretno, ako (A;, u;),
1 =1,2,...,n predstavljaju n rjeSenja jednadzbe (4.15), tada je

n
E : cie/\ixﬂuy
i=1

rjeSenje jednadzbe (4.14) za F(x,y) = 0.
Napomenimo da uvijek mozemo faktorizirati A(D;, D2) u faktore oblika Dy —
mDs — ¢, i kako bismo pronasli rjesenje (D1 — mDs — ¢)u = 0, piSemo

Uy — MUy = CU.

Za ovu jednadzbu, pridruzeni sistem diferencijalnih jednadzbi glasi

de _ dy _du

1 -m  cu’
Sto nakon integracije daje
u(z,y) = e“ Py + ma),
pri ¢emu je ¢ proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.
Primjer 4.1.12. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Uzg + 2Ugy + Uyy + 3z + 3uy +2u = 0. (4.16)
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4.1 Operatorska metoda za jednadzbe viSeg reda

Rjesenje. Algebarska jednadzba pridruZzena jednadzbi (4.16) glasi
M 42+ p? + 30+ 3u+2=0.
Primijetimo da posljednju jednadzbu mozemo napisati u obliku
A+ u)?+3A+p) +2=0,

Cija su rjesenja A+ yu = —2 1 A+ 4 = —1. Sada datu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu mozemo pisati u obliku

(Dl + D2 + 1)(D1 + D2 + 2)u = O,

pa je njeno opce rjesenje dato sa

u(z,y) =e “P1(y —xz) + 672‘/1‘,(,252(],/ —x). ‘

U ovom rjeSenju ¢1 i ¢2 su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. 4

Primjer 4.1.13. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Upy — Uyy + Uy — Uy = 7Y, (4.17)

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.17), odnosno
(D} — D3 + Dy — Dy)u = ™ +%,

imamo A(Dy, D3) = (D1 — D2)(D;1 + D3 + 1). Stoga je rjeSenje homogene jed-
nadzbe A(Dy, D3)[u] = 0 dato sa

up(z,y) = ¢1(y + ) + e oy — ),

pri ¢emu su ¢ i ¢o proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Za partikularno rjesenje imamo

1
up(x’y) - D% 7D%+D1 7.D2

e2m+3y — _}e2x+3y
6 .

Konacno, opce rjesenje glasi

u(z,y) =p1(y+ ) +e “d2(y — ) — é€2$+3y.

U ovom rjeSenju ¢ i ¢ su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. 4

Primjer 4.1.14. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
(D1 + Dy — 1)(D1 +2D2 — 3)u = 4 + 3x + 6y. (4.18)
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4.1 Operatorska metoda za jednadzZbe viseg reda

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.18) imamo A(D1, D2) =
(D1+D2—1)(D142D2—3). Stoga je rjeSenje homogene jednadzbe A(D1, Da)[u] =
0 dato sa
un(e,y) = €1 (y — ) + > ha(y — 21),
pri cemu su ¢ i ¢o proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Sada za partikularno rjesenje imamo

1
_ 443246
w(tY) = 5 DT 3D, Dy + 208 — 4Dy — 5D, T3 6
1
= f (4+ 3z + 6y)
3(1+ 5L+ DDy + 25 - 421 32)

1 4 )
:3<1+3D1+3D2+-~->(4+3x+6y)=6+x+2y.

Stoga je opce rjesenje jednadzbe (4.18) dato sa

‘U(l‘,y) =eP1(y — x) + e ha(y — 22) + 6 + 2 + 2y.

U ovom rjeSenju ¢; i ¢ su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. 4

Primjer 4.1.15. Rijesiti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

(D} + 2Dy Dy + D3 — 2Dy — 2D5) u = sin(z + 2y). (4.19)

Rjesenje. Za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (4.19) imamo A(D;, D3) =
(D14 D2)(D;1+ D2 —2). Stoga je rjeSenje homogene jednadzbe A(D1, D2)[u] = 0
dato sa
un(z,y) = ¢1(y — ) + ¥ ¢y — x),
pri Cemu su ¢1 i ¢ proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije.
Sada za partikularno rjesenje imamo

1
D2+ 2D, Dy + D2 — 2Dy — 2D,

1
= 1 2
T 2(-2) 7 (—4) — 2D, — 2D, SnE %)
1
- 2
2(D1—|—D2)+98m($+ Y)

2(Dy + Dg) -9 .
= 2
(D% + 2D, D, + D2) — 81 S @ +29)

2(D1 4+ D2) -9

TS T e e T e G2

up(z,y) = sin(z + 2y)

= 1%7 [2{cos(z + 2y) + 2 cos(x + 2y)} — Isin(z + 2y)]

1
5[2 cos(x + 2y) — 3sin(x + 2y)].
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Stoga je opée rjesenje jednadzbe (4.19) dato sa

u(z,y) =o1(y —x) + e2x¢2(y —x)+ 3—19[2 cos(x + 2y) — 3sin(x + 2y)].

U ovom rjesenju ¢1 i ¢2 su proizvoljne neprekidno diferencijabilne funkcije. 4

4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije
varijable

Ovdje ¢emo prvo posmatrati kvazilinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
drugog reda

0? 0%u 02 ( ou du

u u

gdje su funkcije A, B,C € C?(Q), QCR?, A2+ B2+ (0% #0,a F € C(D), D C
R5. Primijetimo da moZemo pretpostaviti da je A # 0 u oblasti Q2. Naime, ako je
C # 0, zamjenom mjesta nezavisnih varijabli x i y dobivamo jednadzbu u kojoj
je A#0. Akoje A=C =0u, onda je B # 0, pa se smjenom =’ = x + y i
y' = x — y parcijalna diferencijalna jednadZzba (4.20) svodi na jednadZbu u kojoj
je A#0.

Posmatrajmo sada algebarsku jednadzbu

Az* 4+ 2Bry + Cy? + Dx + Ey+ F = 0. (4.21)

Jednadzba (4.21), u nedegeneriranom slucaju, predstavlja ili parabolu ili hiper-
bolu ili elipsu. Preciznije, ako je B> — AC = 0, onda je parabola, ako je
B? — AC < 0, onda je elipsa, ako je B2 — AC > 0, onda je hiperbola.
Parcijalna diferencijalna jednadzba (4.20) je

(i) hiperbolicénog tipa u oblasti Q ako je B> — AC > 0;
(ii) parabolicnog tipa u oblasti 2 ako je B2 — AC = 0;
(iii) elipticnog tipa u oblasti Q ako je B? — AC < 0.

Parcijalna diferencijalna jednadzba (4.20) moze biti i mjesovitog tipa, ako je
razli¢itih tipova u nekim podoblastima oblasti ).

Da bismo jednadzbu sveli na kanonski oblik uvodimo nove nezavisne varijable
£ i n pomocu transformacija

§=¢&(x,y), n=n(x,y),

gdje su &, € C?(Q), i takve da je njihov Jacobian razli¢it od nule. Ovo je
dovoljan uvjet egzistencije inverznih funkcija za funkcije u sistemu smjene, zato
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

se taj sistem moze rijeSiti po z iy : x = z(€,n), vy = y(&,n). Za ovakvu smjenu
se kaze da je regularna.
Imamo

u(z,y) = u(z(€,m),y(&n) =v(&n).

Izracunavanjem odgovarajuéih parcijalnih izvoda dobivamo

u oo ouon
Ox 0 dx  On oz’
u _ oud  ouom
dy 060y ondy’
Pu D (ag)2 ) 9%u O¢ I N 9%u (an)2 ou 0%¢ N ou 9%
Ox? 0&2 \ Ox 0&0n 0x dx  On? \ Ox 0¢ 922 On Oz’
Pu D (ag>2 5 0%u 08 on N 0% <an)2+ ou 0%¢ N ou &*n
oy? 062 \ 9y 060n 0y oy~ In* \ 9y o€ 0y~ On oy*’
Fu _ Fultd, Pu (i, Ko, Fuinin
Oxdy 082 0x 0y 0Eon \Ox Oy Oy Ox on? 0z Oy

Ju 9*¢ +@ 9%n
0¢ Oxdy  On Oxdy’

Zamjenjujuéi u polaznu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu, imamo

—0%u _ 0% - 0%u - ou Ou
g + 2855, + O +F (en g )

=0, (4.22)

gdje je

2 2
A(e,n) A((%) +2Ba§6§+c(65) ,

ox Jdzx Oy dy
; _ 4 %0 08 On 08 On 9€ 9
Bl&m) = A@a: ox (81‘ Ay + Oy dx Oy Oy’

_ 8"7 2 87’] 2
Cn) = A(ax) +2anny+0<ay> -

S druge strane je

(¢, 77)>2
ox,y))
Dakle, datom smjenom varijabli ne mijenja se tip parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe. Funkcije £(x,y) i n(z,y) treba birati tako da (4.22) dobiva §to jedno-
stavniji oblik. U tom cilju, polaznoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi (4.20)
pridruzit ¢emo sljedecu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

9p\” Op O dp\” B

B (a,y) — Al 9)Cla.y) = (BX(x.y) — Al 5)C(z.y)) (
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Trazimo da vrijedi jedan od sljede¢ih uvjeta:

1. A=0, C=0,
2. A=0, B=0,
3. A=C, B=0,
tako da razlikujemo sljedece slucajeve:

Hiperboli¢ni tip. Parcijalna diferencijalna jednadzba (4.23) se moze napisati
u obliku

! B+\/B278“0H (B - \/7&/’ — 0.

A 8

Ova parcijalna diferencijalna jednadzba se moze razloziti na dvije linearne homo-
gene parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda

+(B+ VB - a*"_o 2% gy 89" 0. (4.24)

Ovim jednadzbama se pridruzuju sistemi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, redom

8 8

dr dy dx dy

dr _ . A— 4.25
A B+yVB2-AC' A B-/B2-AC (4.25)

ili u obliku
Ady — (B++/B? - AC)dx =0, Ady— (B—+B?—-AC)dzx =

Ove dvije jednadzbe se mogu skupa napisati u sljede¢em obliku

A(dy)* — 2Bdxdy + C(dx)* = 0,

koja se naziva jednadzba karakteristika pridruzena parcijalnoj diferencijalnoj jed-
nadzbi (4.20) ili karakteristicna jednadzba. Buduéi da su koeficijenti jednadzbi
(4.25) iz C%(Q) i kako je A # 0 u £, postoje opéi integrali ovih jednadzbi,

o(z,y) =C1, Y(z,y) = Cs. (4.26)

Dakle, funkcije ¢ i ¢ € C?(Q) su redom rjesenja parcijalne diferencijalne jed-

o

0
nadzbe (4.24), pa zadovoljavaju uvjete i # 0, # 0 u . Funkcije (4.26) se
Jy

Ay
nazivaju karakteristike parcijalne diferencijalne jednadzbe (4.20). Za jednadzbu
hiperboli¢nog tipa integrali (4.26) su realni i razli¢iti, tj. postoje dvije razli¢ite
familije karakteristika.

Bududéi da je
9, 99 o N

o x—i—a dy =0, a—dw—i—a—dy 0,
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

iz jednadzbi karakteristika slijedi

dp  BHVBI—ACdp d  B— VB —ACH
or A oy’ oxr A Oy’
Sada je
A, ) 2V/B7— AC dp O

O(z,y) A oy oy "

Smjena nezavisnih varijabli

§=wv(x,y), n="1(,y)

je regularna. Budu¢i da su funkcije ¢(z,y) i ¢ (z,y) rjeSenja jednadzbe (4.23),
onda je A = C = 0. Kako je B2— AC > 0, to je B # 0 u Q. Sada, parcijalnu difer-
encijalnu jednadzbu (4.22) podijelimo sa 2B i dobivamo kanonski oblik jednadzbe

hiperboli¢nog tipa
0%u ou Ou
= —,— |-
gy = (672 55

Napomenimo da se smjenom

Ol(.’L‘,y) = f(a:,y) + 77($7y)a B(l’,y) = 5(377?/) - n(xay)v

polazna parcijalna diferencijalna jednadzba, takoder, svodi na kanonski oblik koji
glasi
Pu  0%u
oa?2 02

_ &, (a,ﬁ,u ou 8u>.

’ %7 875
Paraboliéni tip. U ovom sluéaju jednadzbe (4.24) su jednake medusobno.
Homogenoj linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog reda

dp dp
A% + Ba—y =0 (4.27)

se pridruzuje obi¢na diferencijalna jednadzba

dv dy

A B’
Opdi integral ove jednadzbe je ¢(x,y) = C, i to je karakteristika polazne parci-
jalne diferencijalne jednadzbe. Formule za transformaciju su (z,y) = ¢(z,y), n=
U(x,y), gdje je p(z,y) rjeSenje jednadzbe (4.27), a ¥ (x,y) moze biti bilo koja dva
puta neprekidno diferencijabilna funkcija, takva da je smjena varijabli regularna.
Kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe paraboli¢nog tipa je

2
O"u _(1)2 (fﬂ)a“

Ju ou Ou
on? ’

1 OE an
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Elipti¢ni tip. Ovo je slucaj kada je B2 — AC < 0. Pretpostavimo da su funkcije
A, B, C analiticke funkcije varijabli x, y, z u oblasti Q. Tada dobivamo jednadzbe
karakteristika

dy B+i\/—(B?— AC)
dr A '
Buduéi da su koeficijenti jednadzbi takoder analiticke funkcije od x i y, iz teorije

analitickih funkcija slijedi da postoje analiticka rjesenja tih jednadzbi u oblasti
Q

)

g(z,y) = p(z,y) +ib(z,y), g(z,y)=p(z,y) —i(z,y),

za koje je ’ ‘ # 0 u oblasti €. Dakle, jednadzba elipti¢nog tipa ima dvije familije

konjugovano kompleksnih karakteristika g(z,y) = C1, g(x,y) = Cs. Da bismo
izbjegli rad sa kompleksnim varijablama, za formule transformacije se mogu uzeti
funkcije

E(x,y) = p(z,y), n(x,y) =(,y).
Kako je
¢ mn) _0mn) olgg)  VAC-B?
A(z,y)  0(g,9)0(x,y) A

ova smjena je regularna. Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela u jed-

nakosti
dg dg Og dg
A<8x> +28% ayw(ay)

89

£0,

If
o

koja vrijedi, jer je g(z,y) rjesenje odgovarajuce jednadzbe, dobivamo

90\* |, 000 9 o O 0 9\
A(ax) +2Bx +C 99 _A B +2B8 ay+c ay )

aQe00 (9200 0000 | (0200

Jzx Oy Jdr 0y Oy O aT;aT, -

paje B=01i A= C. Dakle, kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe

elipti¢nog tipa je
Pu Pu_ (o ou
852 8277 — *¥3 > 1, ,aga 877 .

U nastavku dajemo nekoliko rijeSenih primjera.

Primjer 4.2.1. Odrediti kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe

2 0%u 0%
Vas -t
ox? Oy?
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Rjesenje. Ovdje je

Imamo da je

—AC = 2% >0.
Ova jednadzba je hiperboli¢nog tipa svugdje osim za x = 0 i y = 0, gdje je
paraboli¢nog tipa. Jednadzbe karakteristika su

dy = dy T

dr y' dx Y

Poslije integracije dobivamo

%y2 %xz =y, %yg +50° = Co
Da bismo nasli kanonski oblik posmatrajmo smjenu
£= %yz - %xQ, n= %yQ + %xQ-
Na osnovu ovoga je
e oud oty o 0w
Ox o0& 0x  Onox o€
Ou _ 8u8£+8u8n @—&-y
dy ooy ooy ’oe
@ = u(@f) +2 ’LL 66677 <67]>2+31L625+8U3277
Ox? 0&2 0E0n Oz Ox 877 Ox 0& 0x2  On Ox2
_ 2@7 28u+2ﬁ7% 8u
652 858 on? 8§
dy? 052 86877 Ay Ay 877 Ay 9¢ 0y* ~ On oy?
5 0%u 0%u 2 0%u  Ou  Ou
= y8§2+2y 858 + 7+87§+7
Ovo nam daje kanonsku formu jednadzbe
Pu n ou 13 ou

o¢on 202 —P) 0 2 —n?) I’
Ako je x = 0 ili y = 0, tada je jednadzba paraboli¢nog tipa i ima oblik
0%u 0%u

Frole 0, (y #0), odnosno e =0, (z #0).

Primjer 4.2.2. Odrediti kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe

2 92 20
m2@+2xy v +y 20U

Ox2 0xdy Oy? =0
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

RjesSenje. Ovdje je

Imamo da je
B2 _ AC _ x2y2 _ {,C2y2 Z 0

Ova jednadzba uvijek paraboli¢nog tipa. Jednadzba karaktersitike je

dy _y

dr =z
Poslije integracije dobivamo

Y_c.

x

Za y = 0 ova jednadzba se svodi na

0%u

ox2

azaxr=0na
82u_
oy?

Da bismo nasli kanonski oblik za x,y # 0 posmatrajmo smjenu

a(&,m)

Kako je =Y ova smjena je regularna za y # 0. Koriste¢i ovu smjenu
Nx,y) a2

jednadzba se reducira na kanonsku formu

0%u
2
— =0.
Dakle,
0%u
(‘37772 =0,y #0.

Primjer 4.2.3. Odrediti kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe

O*u 0%
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Rjesenje. Ovdje je

Imamo da je
B?* — AC = —2* <0.

Ova jednadzba je paraboli¢nog tipa na y—osi (x = 0) i ima oblik

0%u _
i
Ako je x # 0, onda je ova jedndazba elipti¢cnog tipa. Jednadzbe karakteristika su
dy . dy ,
I =& oo =i

Poslije integracije dobivamo
2y —iz? =Cp, 2uy+iz?=Ch.
Da bismo nasli kanonski oblik posmatrajmo smjenu
£=2y, n=2a"

Na osnovu ovoga je

u _ udE ouon _, ou
oz 0 0x  Onozx on’
u _ oudE  ouon _0u
Ay 00y  Onoy OE
Pu O (35)2 , OPu 0E 0y Pu (an>2 Au 92¢ | ou %n
ox? 0&2 \ Oz 0&0n 0x dx  On? \ Oz 0& 0x2  On Ox?
0%u ou
= 4x26—772 + 28—77,
Pu_ Bu (06, Puteon (i) ouiie outhy
dy? 9¢> \ 9y 9gon oy 9y~ In* \ 9y o¢ 0y> ~ On 9y?
0%u
= 7
Ovo nam daje kanonsku formu jednadzbe
2 2
43:22—?71; + 2% + 4x2% =0,

odnosno

0%u  0%u 1 Ou

o o2 T oy

Primjer 4.2.4. Odrediti kanonski oblik parcijalne diferencijalne jednadzbe
0%u 0%u ou ou

TU L T8 000 0% .
x3x2+y8y2+ 6x+ Oy
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

RjesSenje. Ovdje je
Imamo da je
—AC = —
Ova jednadzba je parabolitnog tipa ako je z = 0,y # 0 i ima kanonski oblik
Fu 2 (ou ou)
oy y\oxr Oy)
ili ako je y = 0,z # 0 i ima kanonski oblik
Fa 2 (0 oy
Ox2 or  oy)

Ako je zy < 0 onda je ova jednadzba hiperboli¢nog tipa. Jednadzbe karak-

teristika su
Yy Yy
-2 -\ 4.28
v (4.28)

Ako je x < 01y > 0 jednadzbe (4. 28) mozemo napisati u obliku
dy  dz dy dx

NV AN e
Poslije integracije dobivamo

VY+V—r=0C1, Jy—v—x=0Cs

Da bismo nasli kanonski oblik uvedimo smjenu

Na osnovu ovoga je

u _ 0udE, oudy 1 0w, 1 ou
oz 06 Bz Onox  2/—z 0 2/—z On’
Ou  Oudg L ou Judn 1 8u 1 Ou
Oy oy  Ondy Q\f 3§ 2\f on’
Pu  Ou <ag)2 , 0% 9 O <an> du 9%¢ L Ou %
Ox? 0&2 dEdn Bz O 677 Oz 0¢ 0z2  On Ox?
B 1 0%u 1 8%u 1 0%u 1 Ju 1 du
= Twwoe Tasacon m*nﬁ o=z 06 dun—z On’
@ — C{)2U<85>2+282U 8£an+ <877>2+3u32§+8u8277
y? o¢? 9E0n 9y 0y~ In* \ 0y o€ 0y* ~ On Oy?

1 8%u 1 9%u 1 9%u 1 Ou 1 Ou

— = + — — -,
dy 082 2y 0LOn 4y on?  4dyy 0 4y /y On
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4.2 Klasifikacija jednadzbi drugog reda sa dvije varijable

Ovo nam daje

oSl Ly gL, Ly,
oen T a\yy  v=e)oe Ta\\m T V=) oy
Kako je

vi=t =t
kanonski oblik jednadzbe je

@4_ 3 (é‘au_nau)—o
on 2 —n2\"on 0 '

Ako je x > 01y < 0 jednadzbe (4.28) moZemo napisati u obliku

dy 7dm dy 77d7x

V= Ve Ve Ve
Poslije integracije dobivamo
V=y+vr =0, V=y—Vr=_0Co
Da bismo nasli kanonski oblik uvedimo smjenu
gz\/_y—’_\/‘%a n=v—-y—v—=x.
Na slican nacin kao u prethodnom slucaju dobivamo kanonski oblik
o&n & —n* \"on  T0¢ '

Ako je zy > 0 onda je ova jedndazba elipti¢nog tipa.
Ako je z < 01y < 0 jednadzbe karaktersitika su

dy .y dy_ .Y
dzx z  dx x’

dy . dx dy . dx

odnosno

=1 , = —i—.
NN N N
Poslije integracije dobivamo

Voy+iv-z=C, -y—iv-az=0Cy.
Da bismo nasli kanonski oblik uvedimo smjenu

gz\/jv UZ\/T-
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4.3 Talasna jednadzba

Na osnovu ovoga je
u _ oudk ouon 1 ou
Ox 060z Ondxr  2/—x0n’
ou ou 9§ Oudn 1 Ou

¢ dy * n Oy = Ugly +uyny = ENET

dy
Fo _ Tu(0) Pt Fu (o) i uity
Ox? 0€2 \ Oz 0&0n 0x dx  On? \ Oz 0¢ 0x2  On Oz
1 0%u 1 ou
T Lo a/won
Pu  u <ag)2 ) Ou 8oy O%u (an>2 ou %6 dudny
oy? 062 \ 0y 060n 0y dy ~ In* \ dy o€ oy* ~ On Oy?
1 9%u 1 Ou

- + _——,
4y 062 4y\/—y 0
Koriste¢i ovo dobivamo kanonski oblik

9%u  0*u  30u 3%_

o "o Tcog Tnom
Na slican na¢in i za > 0 i y > 0, dobivamo da jednadzba ima isti kanonski
oblik. N

4.3 Talasna jednadzba

U ovoj sekciji ¢emo detaljno proucavati talasnu (valnu) jednadzbu kao kanoniénog
predstavnika hiperboli¢nih jednadzbi drugog reda. Polazeéi od jednodimenzion-
alne talasne jednadzbe i odgovarajuteg pocetnog problema pokazuje se, koristeci
D’Alambertovu formulu, korektnost postavljenog problema u smislu klasi¢nog
rjeSenja, tj. u klasi C. Zatim ¢éemo izvesti odgovarajuce formule za dvodimen-
zionalnu i trodimenzionalnu talasnu jednadzbu. Fourierovom metodom razdva-
janja promijenljivih se efektivno dokazuje egzistencija rjesenja za razne tipove
pocetno-rubnog problema.

4.3.1 Rubni problemi i teoremi jedinstvenosti

Jednadzba oblika

@—8 @+@+ +@ +f,¢>0
oz dzr?  Ox3 0z2 ’ ’

koju krace, koriste¢i A operator, mozemo pisati u sljede¢em obliku

2
% =EAu+ f (4.29)
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4.3 Talasna jednadzba

u kojem je ¢ > 0it >0, x = (z1,22,...,2,) € Q, Q C R", (n > 1) oblast,
nazivamo talasnom jednadzbom. Ako je f = 0, onda jednadzbu (4.29) nazivamo
homogenom talasnom jednazbom. Ovdje je funkcija u : Q x [0,00) — R, u =
u(z,t) funkcija, a funkcija f : Q x [0,00) — R je data. Proucavat ¢emo njena
rjeSenja u oblasti Q =  x (0, 00), koja zadovoljavaju zadani rubni uvjet i zadane
poletne (Cauchyeve) uvjete.

Dirichletov, odnosno Neumannov, rubni problem sastoji se u nalazenju rjesenja
jednadzbe (4.29) koje zadovoljava uvjet

u(z,t) = g(x,t) za (x,t) €Y,

odnosno 5
a—z =h na X,
gdje je X =T x (0,00) i g = g(x,t) i h = h(x,t) zadane funkcije na ¥ a I' = 99
i Ou/0v izvod u smjeru vanjske normale v na X. Pocetni uvjet sastoji se u
zadavanju perturbacije i brzine perturbacije u trenutku ¢ = 0:
u(z,0) = up(x), w =ui(x) za x€Q,
gdje su ug = up(x) i u3 = uy(x) zadane funkcije na .

Odredivanje rjesenja talasne jednadzbe koje zadovoljava neke od rubnih uvjeta
zove se rubni problem (Dirichletov, Neumannov, itd.). Odredivanje rjeSenja ta-
lasne jednadzbe u oblasti @, koje zadovoljava zadani rubni uvjet i zadani pocetni
uvjet zove se pocetno—rubni (mjesoviti) problem. Ako jednadzbu posmatramo u
R™ x R, zadaju se samo pocetni uvjeti na R™, pa imamo pocetni ili Cauchyev
problem.

Za zadane funkcije f = f(z,t), g = g(x,t), h = h(z,t), uop = up(z) i ug =
uy (z) pretpostavljamo da su neprekidne (i eventualno dovoljno glatke). Rjesenja
pocetno-rubnog problema trazimo u klasi C2(Q)NCY(Q). Za egzistenciju rjeSenja
potrebni su uvjeti kompatibilnosti

0 0
up(z) = g(x,0), wi(x) = % za xz €l
u sluc¢aju Dirichetovog problema, i
0
ugix) =h(z,0) za zeTl

u sluéaju Neumannovog problema. Ako rjesenje trazimo u klasi C?(Q), za Dirichetov
problem potreban je i uvjet

9%g(x,0)
ot?
Pokazuje se da su uvjeti kompatibilnosti i dovoljni za egzistenciju odgo-

varajuéih rjeSenja. RjeSenje Cauchyevog problema trazimo u klasi C2(R" x (0, 00))
NCHR™ x [0,00)). Opisana rjesenja nazivamo klasicnim.

— A Aug(x) = f(2,0) za z€T.
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4.3 Talasna jednadzba

Lema 4.3.1. Ako w € C*(Q), x = (v1,23....,1,), tada vrijedi

DG, 22D g (Mg;“ grad w(z, t)) 2 gradu(a. o)

Dokaz. Neka je e; = (1,0,...,0),e = (0,1, ...,0),...,e, = (0,0, ...,1) kanonska

baza u R™. Imamo

" Ow(z,t)
grad w(z,t) = Z 2
P 81‘i
[ Ow(z,t) <= dw(x,t) N\ "9 [ Ow(z,t) dw(z,t)
d”( ot = ox _Zaxi oz, ot )

div <8w(ac,t) grad w(x,t)) - 1—| grad w(z,t)] Z
10 < [Ow(x,t)
> (axi )

=1

(82 w(z,t) Ow(z,t) N Ow(x,t) 82w(x,t)>

(aw z,t) Qw(z, t)>

ox; ox; ot

[
Mﬁ

~ [(Ow(z,t) O*w(x,t)\ ow(x,t)
- Z( DOm0t > = Awz,t) =5
Ovim smo dokazali navedeni identitet. O

Teorem 4.3.1. Pocetno-rubni problem za jednadzbu (4.29) ima najvise jedno
riesenje u klasi C*(Q).

Dokaz. Nekasuu = u(x,t)iu* =u*(z,t)dvarazli¢ita rjeSenja po¢etno-rubnog
problema. Neka je w = u — u*. Tada je

2
%TZU =cAw na Q, (4.30)
ow
w =0 odnosno — =0 na 3, (4.31)
v
ow —
w=0, =0 na @x{0}, (4.32)

Na osnovu (4.30) za svako t € (0,00) je

1d ow(x,t) O?w(x,t) Ow(x,t)
i [, (P ) v = [ TRt gy

2 ’t)
=c /QAw(a:,t)iat av.
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4.3 Talasna jednadzba

Prema Lemi 4.3.1 je

Aw(z,t) 8wé:§, b _ div (811)({(;7 2 grad w(z, t)>

0
5 8t\gradw(x t)|?,

pa imamo

1d ow(x,t)\> o, . [ Ow(z,t)
2dt/9( 5 ) dV =c¢ /lev Tgradw(m,t) av

—5$/ | grad w(z, £)|2dV.

Integriranjem prethodne jednakosti od 0 do 7, za 7 € (0, 00), dobivamo

%/ﬂ ((3“’51’7))2 + cQIgradw(x,T)F) av
=c / / ( grad w(x, t)> AV dt

Na osnovu Teorema o divergenciji i uvjeta (4.31) imamo

/ / (8w z,t) adw(m,t)) dvdt :/ (aw(m,t) gradw(:mt)) -vdS
I'x(0,7) ot

:/ (811)(3;,75) 8w(x,t)> dS — 0.
% (0,7) ov ot
Na osnovu uvjeta (4.32) je

/Q ((810(;,0))2 + gradw(x,0)2> dv =0,
/Q ((aw(a?ﬂ)Q +02|gradw<w)|2> dv =0,

Na osnovu ovoga imamo da su parcijalni izvodi funkcije w jednaki nuli za bilo
koje (z,7) € Q, pa je w(x,t) = const na Q. Kako je po pretpostavci w(z,0) =0
to je w =0, tj. u=u" na Q. (]

pa je

4.3.2 D’Alembertova formula

Ovdje ¢emo posmatrati homogenu talasnu jednadzbu u jednodimenzionalnom
slucaju i odgovarajuce pocetne i rubne uvjete za n = 1.
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4.3 Talasna jednadzba

Teorem 4.3.2. Funkcija u(x,t) € C*(R?) je rjesenje homogene talasne jednadzbe
(4.29) u R?, ako i samo ako je

u(z,t) = o(x + ct) + P(r — ct), (4.33)

gdje su p,v € C3(R).

Dokaz. Neka je u rjesenje date jednadzbe. Svodecéi ovu jednadzbu na kanonski
oblik dobivamo da su jednadzbe karakteristika

dz? — 2dt? =0,

odakle slijedi
rz+ct=C;, x—ct=Cs.
Uvodenjem novih varijabli

E=ax+ct,n=x—ct

data jednadzba se svodi na
0%u B
agan

Prema tome imamo

odnosno,
£
u(é,n) = / F(O)AC + $(n) = 9(€) + ().

Iz toga slijedi (4.33). Da vrijedi obrnuto mozZe se provjeriti direktno uvrstavajuéi
funkciju (4.33) u (4.29). O
Neka su uz jednadzbu (4.29) dati pocetni uvjeti

du(z,0)

5 = up (). (4.34)

u(z,0) = up(x),

Teorem 4.3.3. Neka je ug € C3(R) i uy € CY(R). Tada Cauchyev problem
(4.29)-(4.34) ima jedinstveno rjeSenje i ono je dato D’Alembertovom formulom

x+ct
w(z, t) = % (o (x + ct) + 1oz — ) + — / w (Q)dC. (4.35)

2¢ r—ct

Dokaz. Neka je u rjesenje problema. Prema Teoremu 4.3.2 postoje funkcije
@, ¥ € C3(R) takve da je

u(z,t) = p(x+ct) +p(z — ct). (4.36)
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4.3 Talasna jednadzba

1z (4.34) dobivamo
p(x) + ¢ (x) = uo(x)
P() ~ 4 (2) = i (@),
1z tog slijedi

(uo(x) +1/Oxu1(§) dC+C) ,

(UO(x)i/()mul(C)dC(/‘),

gdje je C neka konstanta. UvrStavajuéi to u (4.36) dobivamo (4.35). Moze se
pokazati direktnom provjerom da funkcija u, definirana formulom (4.35), zado-
voljava (4.29) i (4.34). O

T <ct

T =ct
x> ct
(0, to)

(o — cto, 0) (zo + ctp,0) =

Slika 4.1: Oblast zavisnosti rjesenja za = > 01it > 0.

Primjer 4.3.1. Neka je ug € C?>(R) i u3 € C}(R) i neka su zadovoljeni uvijeti
kompatibilnosti ug(0) = uj(0) = u1(0) = 0. Nadi rjesenje sljedeceg mjesovitog
problema

Pu 0%

w:Cﬁ, x>0,t>0,
w00 =0, uw0) =uole), LD )

Rjesenje. Na osnovu D’Alembertove formule vidimo da je rjesenje za x > ct
dato sa

x+ct
%(uo(erct)Jruo(x—ct))Jri/ up(¢)dC.

2¢ r—ct
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4.3 Talasna jednadzba

Ako je z < ct tada interval zavisnosti rjeSenja [x — ct, x + ct] moZe da upadne i u
negativni dio z—ose gdje funkcije ug = ug(x) i u3 = uq(z) nisu definirane pa e
rjeSenje da zavisi od rubnih uvjeta. Prema D’Alembertovoj formuli je

u(x,t) = p(x + ct) + Y(xz — ct).

gdje su @, 1 date sa

1 1 [
v(@) = 3 (w0) - 1 [Tw©as—c).
¢ Jo
Na osnovu rubnog uvjeta imamo da je
u(0,t) = p(ct) + Y(—ct) =0,
pa je
P(=ct) = —p(ct).
Ako uvedemo smjenu o = —ct tada je
P(a) = —p(-a).
Zamijenjujuéi a sa ¢ — xt dobivamo za = < ct,
Pz —ct) = —p(ct — x),
pa je

Wi — ct) = f% (uo(ct _z)— 1/Ocmu1(g) dc — c) .

c

To znadi da je rjesenje u(x,t) navedenog problema za x > 0,t > 0, dato sa

1 (uo(x + ct) + uo(x — ct)) + 1 fz+at u1(Q)d¢, >0, t<zx/c

2 2 T—ct
u(z,t) =
]. 1 x+ct
3 (uo(z + ct) — ug(ct — ) + % Lo w(Q)de, x>0, t>x/c
Koriste¢i uvjete kompatibilnosti moze se pokazati da je u dva puta neprekidno
diferencijabilna po z i t. ¢

Primjer 4.3.2. Neka je u € C? rjesenje jednadzbe

Pu ,0%

=P

ot2 Ox?
i A, B, C'i D vrhovi paralelograma ¢ije su stranice paralelne sa karakteristi¢nim
krivim u z € R, ¢ € (0,00), tada su zbirovi vijednosti funkcije u, u suprotnim
vrhovima jednaki, tj.

ze€R, te(0,00)

u(A) + u(D) = u(B) + u(C).
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4.3 Talasna jednadzba

Slika 4.2: Paralelogram sa stranicama koje su paralelne sa karakteristicnim
krivim.

RjesSenje. Na osnovu prethodnog razmatranja imamo da je
u(a, 1) = (@ + ct) + ¥z — ct)

gdje je ¢,% € C?(R). Neka su vrhovi poredani kao na Slici 4.2. Neka je A =
(x1,11), B = (x2,t2), C = (x3,13) 1 D = (x4,14). Kako te tacke leze na pravim
koje su paralelne sa karakteristicnim krivim, to je

x1+cty = x3+cts, xo+cly = x4+4cty, T1—cly = T2—cCla, x3—Cls =x4—Cly.

Kako je
uw(A) = @z +cth) +Y(x1 —ctr)
u(B) = (a2 +ctz) +P(22 — cta)
uw(C) = p(xs+ cts) + (w3 — cts)
u(D) = o(xg+ cty) + V(g — ctyq)

to je ocigledno

¢

Primjer 4.3.3. Neka je ug € C?>(R) i u3 € C}(R) i neka su zadovoljeni uvijeti
kompatibilnosti u(0) = «(0), ui(0) = o/(0), c*uf(0) = «’(0). Nadi rjesenje
sljedeceg mjesovitog problema
0%u 5, 0%u
o2l
ot? 0x?’

U(O,t) = a(t)a u(l'v 0) = uO(w)v

z>0,t>0,

Ou(z,0)
ot

= uq(x).
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4.3 Talasna jednadzba

RjeSenje. Sada ¢emo pokazati kako se metodom refleksije konstruise rjesenje
na [0, 00) x [0, 00). Podijelimo skup [0, c0) x [0, 00) pravom ct = x na dva dijela.
Stavimo da je

O ={(z,t) : x> ct > 0}.

Na osnovu D’Alembertove formule za (z,t) € Q1 rjesenje je dato sa
1 1 x+ct
1 (1) = 3 (ol + ct) + ol — cf)) + %/ w1 (Q)d.
x—ct
Stavimo da je
B 1 1 2x
v(z) = ui(x,x/c) = 5(“0(233) + up(0)) + %/ ui(¢)d¢.
0

Dalje, stavimo da je
Qo ={(x,t) : ct >z > 0}

i posmatrajmo problem

0u 0%u
wzc2@, (x7t)691,

u(0,t) = a(t), u(z,z/c)=uv(x).

Oznacimo rjesenje ovog problema sa us = ug(z,t). Za svako (z,t) € Qs posma-
trajmo paralelogram sa vrhovima

ct—x r+ct x4+ ct ct—x ct—=x
(z,), (0’ c )C ( 2 2 ) ( 2 2 )

Na osnovu prethodnog primjera je

s () = ua(B) + ua(C) — u(D) = a (Ct - 5”) +u (‘“;d> e (Ct _ ‘”)

c 2

ct—x 1 I
—a (T2 4 So e~ wler o)+ - [
Stavimo da je
’LL(.’E,t) _ 7f1(x7t)a (J?,f) € le
us(x,t), (x,t) € Qa.
Pokazimo sada da su na pravoj x = ct funkcije
T otT ox Ot27 922’ Otdx
neprekidne. Direktnim racunom se dobije da je
uy(xz,x/c) —us(x,x/c) = v(0) —a(0) = ug(0) — «(0)
ouy(z,x/c)  Oug(x,z/c) ,
- - ui (0) + o'(0),
0%uy(w,x/c)  O*us(w,z/c) 9
) - 02 = —c'ug(0) +a”(0).
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4.3 Talasna jednadzba

Slika 4.3: Metoda refleksije za odredivanje rjesenja.

Na osnovu uvjeta kompatibilnosti imamo da je
_ Ouy(z,t)  Ouz(z,t) 0%up(x,t)  0%us(z,t)
U =1u = =
! 2 O or = Ox2 Ox?
na pravoj x = ct. Na isti nacin se moze pokazati da na pravoj z = ct vrijedi

Oty (x,t)  Oug(x,t) O*uy(w,t)  0%us(x,t) Ouy(x,t)  0*us(a,t)

ot o o2 otz Otz ooz’
pa je u = u(x,t) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija po svojim argu-
mentima na [0, 00) x [0,00). ¢

Iz (4.35) slijedi da je vrijednost rjesenja u tacki (z,t) € R x (0,00) odredeno
vrijednostima pocéetnih uvjeta na intervalu (x — ct, z + ct).

Primjedba 4.3.1. Pretpostavimo da su funkcije up i u; ogranic¢ene. Iz (4.35)
slijedi da za svako T > 0 rjesenje u zadovoljava nejednakost

sup [u(z,1)] = sup ug| + Tsup fur|, (0 < ¢ <T).
z€R R R
Primjedba 4.3.2. Pretpostavimo da neka od funkcija ug i v ima u tacki zg € R
prekid prve vrste. Tada funkcija (4.35) zadovoljava pocetni uvjet svuda na R,
drugi pocetni uvjet svuda na R osim mozda u tacki g i jednadzbu (4.29) svuda
na R x (0, 00) osim na karakteristikama koje prolaze kroz xy na kojima derivacije
Ou/ot i Ou/Ox imaju konacan skok. Funkcija u je u oblasti R x (0,00) po di-
jelovima klase C? i predstavlja slabo rjesenje Cauchyevog problema. Pokazuje se
da je takvo rjesenje jedinstveno. Kao sto vidimo, lokalna neregularnost pocetnog
uvjeta prenosi se po karakteristikama u oblast R x (0, 00), te uzrokuje globalnu
neregularnost rjesenja. Ovo svojstvo predstavlja bitnu razliku u ponasanju hiper-
boli¢ne jednadzbe sa jedne strane i elipti¢ne i paraboli¢ne sa druge.
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4.3 Talasna jednadzba

Teorem 4.3.4. Neka je f € C?(R?), ug € C3(R) i u; € C}(R). Tada Cauchyev
problem

0%u 82

32 = gg2 T

u(z,0) = up(x),

Ou(x,0)
ot

= U (33),
ima rjesenje

x+ct

u(z,t) = % (ug(z + ct) 4+ uo(z — ct)) + %/

r—ct

1
(e + 5 [ 6.0 dsac,
gdje je D trougao sa tjemenima (x — ct,0), (x + ct,0) i (x,t).

Dokaz. Neka je (xg,tg) € D proizvoljna tacka. Integriranjem ove jednadzbe
po oblasti D dobivamo da je

//<m2 )Mﬁ //fxtMﬁ

Ako na lijevu stranu ove relacije primjenimo Greenovu formulu dobivamo

//(w 2y>dﬂ /—d+c7a

gdje je ' = ABU BC U CA.

(zo, to)

({L’o — cto, ()) To (CEQ + cto, 0)

Slika 4.4: Oblast zavisnosti D.
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4.3 Talasna jednadzba

Kako je
AB:t=0=dt =0,
W:tz%(mo—x)—i—toédt:—%dm,
m:t:%(x—xo)+t0:>dt:%dx,
to je

xo+cto zo+cto
/ @d +c @dt / Ou —(x,0)dzx = / uy(x)de,
A T ot .

B at 6 o—cto o—cto

ou 5 Ou (zoto) /gy ou
—dr+ec —dt:—c/ ( dt+d>
BC at 8 (CE()JrCt() 0 at a

= c(u(zg + cto, 0) — u(zo, to))
C(’Z,LQ($0 -+ Cto) — ’LL(.’E(), to)),

(ID—Cto,to
0 4 +ca—dt_c/ (a“dwra“d)
CA 8t al‘ (z0,t0) 8t 833

= c(u(xo — cto, 0) — u(zg, to))
= c(ug(zo — cto) — u(zg, to)).

Sada je

// <87§2 - > dxdt = 2cu(xg, to)
zo+cto

— c(ug(zg + cto) + uo(xo — cto)) — / u(x)dz,

o—clo

pa je

To+cto

u(xo,to) = L (Uo(onrCto)Jon(T/O*Cto))JFQ*C/ ul(x)dx+2ic/Df(x,y) dxdy.

2

o—cto

Kako je (zg,tp) € D proizvoljna tacka to dobivamo navedenu formulu. O

Pokazimo sada da rjesenje Cauchyevog problema za nehomogenu jednadzbu
neprekidno zavisi od promjene pocetnih uvjeta, tj. da je problem dobro posta-
vljen. Drugim rije¢ima, mala promjena funkcija ug ili u; rezultira malu promjenu
funkcije u(z, t).

Teorem 4.3.5. Neka su u(x,t) i u*(z,t) rjeSenja sljedeéih Cauchyevih problema,
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4.3 Talasna jednadzba

redom
0%u 62 ou(z,0
S = P, u(@0) = () (at ) (),
0%u 82 ) Ou(x,0 .
Tu = Tty ., w0 =), 200 )

Tada za svako € > 0 ity > 0 postoji 6 = d(e,tg) > 0, tako da iz nejednakosti
o) —ui(@)] < &, (@) —ui(@)| < &, 1@ F @)l <o (21) € Rx(0, 1]
slijeds

lu(z,t) —u(z,t)| <e, (x,t) € R x[0,t]

Dokaz. Zaista, iz D’Alembertove formule imamo

u(z,t) —u*(z,t) = %(uo(ac +ct) —uj(z+ct)) + %(uo(x —ct) — uj(z — ct))
1 x+ct

‘o tho—uaomc
ztc(t— 5)
//‘ €)= [7(C,€))dCde < e,
z—c(t— E)

pa je za (x,t) € R x [0, o],

1 1
lu(z,t) — u*(z,t)| < §|u0(:1c +ct) —uf(x + ct)| + §|u0($ —ct) — uf(z — ct)|

1 x+ct
+ 50 1 (€) — ug(C)ld¢

xr—ct

atc(t— 5)

/'/ €)= £ (G ©)ldcde
- c(t )

1)
—2 —2ct? < 2
2+2+2 ct+2 ct 01+t +1t5) <e

3

§=0(e,tg) < ———.
2.0 =0(&to) < 9=

4.3.3 Teorem jedinstvenosti i oblast zavisnosti
Neka je (_'L‘(O), t(o)) cR"™ x R. Hiperpovréi
{(z,t) eR" xR:t < ) c(t(o) —t) =z — x(o)|}7
{(z,t) e R" xR :t > O ¢(t® —t) = |z — 2|},
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4.3 Talasna jednadzba

su karakteristike (talasne jednadzbe) kroz tacku (z(9),+(0)). Oblasti
{(z,t) eR" xR :t <tO ¢(t© —t) < |z — 2O},
{(z,t) eR" x R:t >t ¢(t® —t) > |z — 2O},

se zovu respektivno konus proslosti i konus buduénosti tacke (x(o), t(o)). Neka je
t©) > 0; oznacimo sa K(z(?),¢(©)) dio konusa proslosti tacke (z(?),+(?)) koji lezi
u poluprostoru {¢t > 0}. O¢igledno je

81C(x(0),t(0)) - S(x(o),t(o)) U B(x(o),t(o)) U {(z(O)’t(O))}’
gdje je
SO ) = {(z,t) e R* xR:0 <t <t ¢t —t) = |z — 2O},
Bzt = K (2O, ) c R™.
Jediniéni vektor normale u tacki (z(?),¢(9)) € (2 +©)) ima komponente

(0)

T — .
vi(z,t) = |x—x(0)|(1+02)1/2’ ie{l,2,...,n}
c

Vt(fE,t) = 7(1 n 02)1/2 .

Teorem 4.3.6. Ako funkcija u € C*(K(z(,t(©))) zadovoljava homogenu jed-
nadzbu

u 2 (0) 4(0
52~ C Au=0 u K@)
1 homogene pocetne uvjete
0 0
u(-,0) = ugct’ )0 B(z® ),

onda je u =0 u K2 10),

Dokaz. Neka (7,1) € K(2,t©). Kako je K(z,) C K(z(?, ) to je

2
/ <5;¢ - czAu> %dth =0.
K(&,) ot ot

Na osnovu Leme 4.3.1 je

Pu >au ) ((6u)2 ) 2) 0
5 —cAu) —=— |5 ] +c|grady| —ZCZ
(atz ot ot ot P

ou @
€Z; 8% 8t ’
pa je

9 ou\’ 2 2 9 "9 [ 0Oudu
/;qm,a lat <<at> ¢l gradul ) - ; Bz, <8:v2 8t>
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4.3 Talasna jednadzba

Na osnovu Teorema o divergenciji imamo

Ou 9 9 o2 Ou du
/S(j?t) [((875) + ¢*| grad u )1/ 2¢ Z <8a:i 6t> %1 ds
Ou 9 9 9 Ou Ou
+/B(z,f) l((at) + ¢*| grad u| )l/t 2¢ Z(@xl 8t>yZ

Koriste¢i pocetne uvjete

dB =0

ou(z,0)

u(z,0) = 5

=0 u B(ﬂc(o),t(o)),

dobivamo da je

/ - Gu 2-i-02| rad u|? V—QCQZ Ou du V'- dB=0
B |\t & ' oz, 0t ) T T

[ ( ou 9 9 9 ou ou\ | B
/S(z’t) ((81?) + ¢“| grad u| >I/t 2¢ Z 9z, Ot v;| dS = 0.

pa je

" 1

2
> viat) = —,
p 1+e¢

mnozeéi prethodnu jednakost sa v¢(z,t) dobivamo

Z/ V2+ Ju 2y2 ou 8uyy
() T\ o) Y Tomp ottt
n 2
Z/ (auyi - auw) dS = 0.
= Js@.p ot ox;

Na osnovu ovoga slijedi da je

ou ou - )
T 8—%% =0na S(z,t), i=1,..,n.

Neka je (¢,0) € 0B(z,t). Tada je

&) = (1+ i?)l/2 (i tt : 1)

jedini¢ni vektor izvodnice hiperpovrsi S(Z, t) kroz tacku (£,0). Parametarski, jed-
nadzbu segmenta koji spaja tacku (£,0) i (Z,) moZemo zadati sa

A= (z(N),t(N) = (£,0) + A(€), X e [0,H(1 + )2

ds =0

ili
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4.3 Talasna jednadzba

jer je udaljenost izmedu tacaka (£,0) i (z,%) jednaka £(1 + ¢?)'/2. Kako je

17— a(V)]? = Z(w —z;(V)? = ( —&i— m>

1 A |z — &) = 212 (1 A :
=\l-=—=35 = &|I"=c — =173
H1+c2)12) & t1+ c2)1/?

=t A i =cA(t—t(\)?
(1+ c2)1/2 ’
to zakljuCujemo da sve tacke na tom linijskom segmentu pripadaju S(z,t). MoZe
se pokazati da je

«
Il
—_
NS
3 -

1) - v(a(N), () = 0.
Kako je

d ou v; ou
Y Z 7Zt(£) - ayftli(f)ﬂLElt(f)

= % (Z Y1) +zt<s>> = L0 ey @, 1)) =0,

: 143 vt ot
=1

to je u(x,t) = const na segmentu sa krajevima u (£,0) i (7,t) pa je u(Z,t)
u(&,0) = 0. Zbog proizvoljnosti tacke (Z,t), zaklju¢ujemo da je u(x,t) = 0
NEORTON

Direktno iz ovoga teorema dobivamo sljedeée dvije posljedice:

O e

Posljedica 4.3.1. Neka su funkcije ug i uy definirane na kugli K (z, ct), x € R™,
t >0, a funkcija f u K(z,t). Tada problem

62
——CQAu—f u K(z,t),

ot?
u(z,0) = ug 3ug;7 0

=u u K(z,ct),
ima najvise jedno rjesenje.

Posljedica 4.3.2. Neka su funkcije ug ¢ uy definirane na R™, a funkcija f na
R™ x (0,00). Tada Cauchyev problem

Pu n
w—cAu—f u R" x (0,00),
u(z,0) = ug 8u(8xt, 0 _ up u R",

ima najvise jedno rjesenge.

Iz Posljedice 4.3.1 zakljucujemo da je vrijednost rjesenja Cauchyevog prob-
lema u tacki (z,t) € R™ x (0, 00) odredena pocetnim uvjetima na kugli K(z, ct).
Ta kugla je oblast zavisnosti tacke (x,t). (Moze se pokazati da je u slucaju
neparnog n > 3 stvarna oblast zavisnosti samo sfera 0K (z, ct).)
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4.3 Talasna jednadzba

4.3.4 Kirchhoffova i Poissonova formula

U ovom dijelu ¢emo proucavati talasnu jednadzbu sa odgovaraju¢im pocetnim i
rubnim uvjetima za n = 2 i n = 3. Dokazimo najprije sljede¢u lemu.

Lema 4.3.2. Neka p € C?(R3) i neka je

1
12 t) = —2 ,m,¢)dS. 4.37
wlev =g [ eEn0 (4.37)
Tada je
u, € C*(R3 x (0,00)),
1 vrijedi
0%u .
W; = c*Auy, u R? x (0,00), (4.38)
Ouy,(z,y, 2,0
u@('rayazvo) :Oa % :@(xayaz)a (xaywz) GRB' (439)

Dokaz. Uvedimo sferne koordinate tj. stavimo da je
E=x+act, n=y+ Pect, ( =2+ yct
pri cemu je
a =sinfcosy, f=sinfsingp, v = cosb,

gdje se 6 mijenja od 0 do 7, a ugao ¢ od 0 do 27. Kada tacka (£,n, () opisuje sferu
OK ((z,y, z); ct) tada tacka («, 3,) opisuje sferu K; sa centrom u koordinatnom

pocetku polupreénika jedan. No, kako je dS = c¢?t? sin 0 df dy to imamo da je
t
Up(z,y, 2,t) = — / o(x + act,y + Bet, z + yct) dS. (4.40)
471' 8K

Iz (4.40) i pretpostavke o funkeiji ¢ dobivamo da je

t
Auy(z,y,2,t) = = - Ap(x + act,y + Bet, z + yet) dS
1

1 82 2 2
= 7/ i 4+ 87('0 + 67(‘0 dS.
dme?t OK ((z,y,z);ct) 862 8772 8C2

Diferencirajué¢i sada izraz (4.40) po ¢ dobi¢emo da je

(4.41)

aait“" = % - o(z + act,y + Pet, z + yet) dS
ct dp dy dy
— — — — | dS
"0 Jor, (aag o ”ac)

ili

| / ( Op | ,0p 8@)
— ="+ a—+ B +v5- | dS
ot t dret OK ((z,y,z);ct) n
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4.3 Talasna jednadzba

i po formuli Ostrogradskog imamo

8% % 9%
ot T dmct K((z,y,z);ct) (852 an? + 8<2> dfd dC

Stavimo da je

Ou,  uy, 1

Pp D¢ %y
1:/ <++>ddd,
K((z,y,2z);ct) 852 aCQ g 7 C

Ou, Uy I

ot t  dmwet’
Diferencirajuéi taj izraz po t dobi¢emo da je

pa imamo

0?u,, 1 oI
= — 4.42
o2 Amet Ot (442)
no, kako je
ct 2m ™ 2 2 2
0°p 0% 0%
I:/ / / (++> 2 in 0.6 dup dp,
o Jo Jo \oE ac ) ? v
to diferenciranjem po t imamo da je
27 2
¥ "0\ 20
/ / ((952 +3<2>Ct sin 0 df di)
(4.43)

6290 Py 9 )
—¢ CA A e A
/8K((m,y,z);ct) <a§2 842

Uvrstavanjem (4.43) u (4.42) i uporedivanjem dobivenog izraza sa (4.41) do-
bivamo da funkcija u, zadovoljava jednadzbu (4.38).

Na osnovu formule (4.40) vidi se da ¢e funkcija u,(x, y, 2, t) imati neprekidne
izvode do k—tog reda, ako je funkcija ¢(&,7,() neprekidna zajedno sa svojim
izvodima do k—tog reda. Takoder iz formule (4.40) neposredno slijedi da funkcija
uy(€,1m, () zadovoljava uvjete (4.39). O

Lema 4.3.3. Neka o € C3(R3) i neka je

Ouy,

Ve =
gdje je u, definirana formulom (4.37). Tada je v, € C*(R3 x (0,00)) i vrijedi

0?v,
Bt;; =c*Av, u R?x(0,00),
volwy % 0) = play,2), LTI o gy emt ()

273



4.3 Talasna jednadzba

Dokaz. Kako je ¢ € C?>(R?) to su zadovoljeni svi uvjeti Leme 4.3.2, pa se
neposredno zakljuCuje da je rjesenje talasne jednadzbe i funkcija

0 , 2,1
vo(z,y,2,t) = % za (x,y,2,t) € R3 x (0, 00).

Funkcija u, zadovoljava pocetni uvjet

0 0
w20 =0, PHEEED oy gy e R,
pa je
Quy,(x,y, 2,0
V¢($, Y, z, 0) = % = @(xa Y, Z)
i
81/%(567 Y, %, 0) _ 82'11,@(56, Y, %, 0)
ot B ot2
— 2 82u(z7y7250) 4 82u(:c,y,z,0) 4 82U(I7y,2’,0) :O
Ox? Oy? 022
jer u(z,y,2,0) = 0 za svako (z,y,z) € R3. O
Posmatrajmo sada talasnu jednadzbu:
0%u
=z = AAu (4.45)

i potrazimo njeno rjesenje koje zadovoljava pocetne uvjete

Ou(z,0)

u(x,0) = up(x), o

= uy (). (4.46)

Da bismo nasli funkciju u koja zadovoljava (4.45)-(4.46) uzmimo za funkciju
©(z) uz pofetne uvjete (4.39) funkciju u(z), a uz pocetne uvjete (4.44) funkcju
up(x) i sabirajuéi ta rjeSenja dobivamo rjeSenje jednadzbe (4.45) koje zadovoljava
uvjet (4.46). Na taj nac¢in smo dokazali sljede¢i teorem:

Teorem 4.3.7. Neka je n = 3, ug € C3(R?) i uy € C*(R3). Tada je rjesenje
Cauchyevog problema (4.45), (4.46) dato Kirchhoffovom formulom

0 1 1
=—|— — . 4.4
U(l" t) ot (47T62t /8K(m,ct) 1o dS) - dmc2t /8K(m,ct) wds ( 7)

Iz formule (4.47) zaklju¢ujemo da je vrijednost rjesenja Cauchyevog problema
u tacki (z,t) € R x (0,00) odredeno vrijednostima poéetnih uvijeta na sferi
OK (x,ct). Ta Cinjenica zove se Huygensov princip. Pokazuje se da ovaj princip
vrijedi za svako neparno n > 3.

Rjesenje Cauchyevog problema za n = 2 mozemo dobiti metodom spustanja.
Pretpostavimo da funkcije ug 1 u; ne zavise od trec¢e varijable. Tada ni funkcija

274



4.3 Talasna jednadzba

(4.47) ne zavisi od trece varijable, pa predstavlja rjesenje Cauchyevog problema
uR? x (0,00). Zaista, neka je u € C2(R" x (0, 00)) rjesenje Cauchyevog problema
(4.45)-(4.46). Za n = 2, stavimo da je

u(xy,x9, x3,t) : = u(x1, 2, 1t).
Kako je u rjesenje Cauchyevog problema za n = 2, to je

0%u

57 = AT u R3 x (0, 00), (4.48)
U = Uy, %zmuﬂ@x(t:m (4.49)

za
ﬂ0($1,$27$3) = ’LLO(ZL'l,(EQ), H1($1,$2,$3) = 7.L1(£L’1,£L'2). (450)

Ako stavimo da je x = (z1,22) € R21T = (21, 72,0) € R, tada na osnovu (4.48),
(4.49) i Kirchhoffove formule za n = 3 imamo:

u(z,t) = u(Z, t)

0 1 1
= [ — updS | + — Uy dS.
ot <47T02t -/8K(:v,ct) o ) + 4dmc2t _/QK(:v,ct) "

Uzimajuéi u obzir da je elemenat povrsine sfere 0K (Z, ct) dat formulom
ct d§yd&s
VA2 = (& —a1)? — (& — 72)%

i s obzirom na (4.50)!, dobivamo

ds =

_ o1 uo (&1, §2) d&1dE> >
u(z,t) = ot <27rc /K(m’ct) \/c2t2 — (& — 1) — (& — 29)?
i/ uy (&1, &2) d§1dés
21 Jic(aery /22 — (&1 — 1) — (& — 22)2

Na taj nacin smo dokazali sljedeéi teorem.

Teorem 4.3.8. Neka je n = 2, ug € C3*(R?) i uy € C*(R?). Tada je rjesenje
Cauchyevog problema (4.45)-(4.46) dato Poissonovom formulom

o= Dok [ e )
’ O\ 2mC J e (w,et) /P2 — & — &2
1 / uy (§) d§1ds
z,ct)

21 22—z — €

(4.51)

Prvi, odnosno drugi ¢lan na desnoj strani formule (4.51) zove se retardirani po-
tencijal dvostrukog, odnosno jednostrukog, sloja. Iz formule (4.51) zaklju¢ujemo
da je vrijednost rjesenja Cauchyevog problema u tacki (z,t) € R? x (0,00)
odredeno vrijednostima pocetnih uvjeta na kugli K(xz,ct). Ta ¢injenica zove
se difuzija vala; ona vrijedi za svako parno n i za n = 1.

IFaktor 2 se dobije jer se sfera OK (x,ct) sastoji od dvije hemisfere.
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4.3.5 Nehomogena talasna jednadzba

Posmatrajmo jos Cauchyev problem za nehomogenu talasnu jednadzbu (uz ho-
mogene pocetne uvjete).
Posmatrajmo jednadzbu

0%u

52 = AAu+ fuR™ x (0,00), (4.52)
i potrazimo njeno rjesenje koje zadovljava pocetne uvjete
0
u(z,0) = 8—;‘@, 0)=0uR" (4.53)

Ako tom rjesenju dodamo rjesenje homogene jednadzbe koja zadovoljava pocetne
uvjete (4.46), dobit éemo rjesenje jednadzbe (4.52) koje zadovoljava pocetne
uvjete (4.46).

Dokazimo sljedeéu lemu.

Lema 4.3.4. Neka je f € C?*(R"™ x [0,00)) i neka je za svako 7 > 0 funkcija
v(z,t;T) rjesenje problema

0%v

2 Av =0 uR" x (1,00), (4.54)
ov
v(z,T;7) =0, E(I,T;T) = f(z,7), x€R". (4.55)

Tada je funkcija
t
u(z,t) = / v(x,t;7)dr (4.56)
0

riesenje Cauchyevog problema

@ —PAu=f uR" x (0,00) (4.57)
atQ - ’ ) *
u(+,0) = %(~,0) =0 uR" (4.58)

Dokaz. Na osnovu (4.56) imamo da je
t

Au :/ Avdr, (4.59)
0

odnosno,

gy / —d7+v (z,t;t) = (zbog (4.55))
(4.60)

= d7
05‘t
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32u/t321)d +3v(:17,t;t)
oz~ ), a2 T ot

¢ 5o (4.61)

= (zbog (4.55)) = N dr + f(z,1).
Na osnovu (4.54), (4.59) i (4.61) dobivamo da vrijedi (4.57). Da vrijedi (4.58)
vidi se iz (4.56) i (4.60). Ovim je lema dokazana. O

Koristeé¢i prethodnu lemu dokazimo sljedeéi teorem.

Teorem 4.3.9. Neka f € C*(R™ x [0,00)). Tada za n = 3, odnosno n = 2,
rjesenje Cauchyevog problema (4.52), (4.53) dato je formulama

_ lz—=¢
u(z,t) = ! > / ]Mdv, (4.62)
dme K(x,ct) l‘]j _f‘
odnosno,
u(z,t) / / f&7) dv dr. (4.63)
" 2mc Jo Jxte—ry VEC 1) — [z — &

Dokaz. Rjesenje problema (4.54)-(4.55) za n = 3 dobivamo se iz Kirchhoffove
formule zamjenom ¢t — t — 7, pa imamo da je

1

v, tyr) = —— / fds,
Arc(t — 1) Jok (z,c(t—r))

pa prema (4.56) dobivamo

¢ 1
u(z,t) = —_— dSdr
( ) /O dmc? (t - T) /6K (z,c(t—T)) f

27
= (t— At —7)*sinfdfdpd
/0 47702 — / / flx+ve(t—71),7)c*(t — 7)°sin pdT,

pri ¢emu je v = (a, B, 7). Uvodeéi umjesto 7 novu varijablu r = ¢(t—7), dobivamo

u(x t)z/d/%/ﬂ 1 f(x—kurt—C) 2 sin @ df dy dr
’ 0 0 0 47T027“ ’ C
1 [ r
- [ = t— ") dsd
471'62/0 r/aK(gw)f(g’ c) Sdr,

tj. formula (4.62). Analogno se dokazuje formla (4.63). O

Primjedba 4.3.3. Pomocu formula (4.47), (4.51), (4.62) i (4.63) moze se dokazati
da je Cauchyev problem (za n = 3 i n = 2) korektno postavljen.
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4.3 Talasna jednadzba

Primjer 4.3.4. Koristeéi D’Alembertovu formulu i Lemu 4.3.4 odrediti rjesenje
jednadzbe

0%u  O%u
ﬁ—ﬁ:‘r—t, x,tER,
15
u(z,0) = 22, a—?(m,O) =sinz.

Rjesenje. RjeSenje u(x,t) moZemo napisati u obliku u = u; + ug, gdje je

82u1 _ 32u1
ot? Ox?

0
ui(z,0) = 2? ﬂ(JL‘,O) =sinz,

T Ot

=0, x,teR,

D’Alembertovom formulom dobivamo
1 1
up(x,t) = 5((x +t)2 4+ (z —t)?) — i(cos(x +1t) — cos(z —t)).

Neka je v rjesenje jednadzbe

0?v 0%
w*@ZO,IGR,tZT7
Ov

ot

v(z,T;7) =0, (x,7;7) =2 —T.

Ako je 0 funkcija data sa 0(x,t;s) = v(x,t+ s, s), onda ¢ zadovoljava jednadzbu

9?0 0%
oz o2 rERIZ0
17(3:,0;7):0,%(;6,0;7):36—7.

Primjenom D’Alembertove formule dobivamo

T+t T 2 T —1)?
17(:17,15,7'):/4 (T*T)dT’:( J;t) f( 275) —1(x+t)+7(x—1).

Stoga je,

x —7)? x— T)2
v(m,t,T):( +t2 ) —( t;_ ) —r(x+t—71)+7(x—t+7).
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4.3 Talasna jednadzba

Na osnovu Leme 4.3.4, imamo

5

Slika 4.5: Grafik gustine i grafik funkcije v = u(x,t), z € [-5,5],t € [0,10] iz
Primjera 4.3.4.

¢

Primjedba 4.3.4. U prethodnom primjeru smo prikazali grafik funkcije gustine
povrsi. Grafik funkcije gustine povrsi predstavlja graficki prikaz koji se koristi za
vizualizaciju distribucije ili varijacije vrijednosti preko dvodimenzionalne povrsine
ili podru¢ja. On u sustini mapira skalarne vrijednosti u boje, omogucavajuéi
posmatracu da interpretira prostorne obrasce i intenzitete. Tamnije ili svjetlije
boje ukazuju na nize ili vie vrijednosti, u zavisnosti od odabrane skale boja.

4.3.6 Fourierova metoda

Fourierova metoda ili metoda seperacije (razdvajanja) promijenljivih je jedna
od najrasprostranjenijih metoda rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
Izlozi¢emo tu metodu na primjeru titranja zice pricvrséene na krajevima.

Primjer 4.3.5. Homogena zica ucvrséena na krajevima x = 0, x = [, ima u
pocetnom trenutku vremena ¢ = 0 oblik ug. Odrediti oblik zice u trenutku ¢
pretpostavljajuéi da je pocetna brzina data sa u;.
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4.3 Talasna jednadzba

RjeSenje. Zadatak se svodi na rjesavanje sljede¢eg pocetno-rubnog problema

Pu 0%
w(0,t) =0, u(l,t)=0, (4.65)
B
u(z,0) = uo(z), %(x, 0) = w1 (2). (4.66)

Ovaj problem, kao sto smo na pocetku rekli, rijeSicemo Fourierovom metodom
razdvajanja varijabli. Rjesenje trazimo u obliku

u(z,t) = X (x)T(t).

Odavde je
0u "
0u ”

Sada jednadzba (4.64) postaje
X(2)T"(t) = X" (x)T(t),

odnosno,
T”(t) _ X//(x)
ATt) X(x)'
Ova jednakost je moguca ako i samo ako su obje strane jednake jednoj te istoj
konstanti. Oznac¢imo tu konstantu sa —\2, tj. imamo

T//<t) B XII(:L,)

T~ X(w) —\% (4.67)

Iz (4.67) imamo
T"(t) + ANT(t) = 0, (4.68)
X"(x) + M\X(x) = 0. 4.69)

Iz (4.69) odredimo X (x) tako da vrijede rubni uvjeti
X(0)=0, X()=0. (4.70)
Opée rjesenje jednadzbe (4.69) je dato sa
X(x) = Cycos Az + Cysin Az.
Buduéi da traZimo netrivijalno rjeSenje, to na osnovu (4.70) dobivamo da je

(k=1,2,3,..).
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4.3 Talasna jednadzba

Vrijednosti A\ zovemo svojstvene vrijednosti, a odgovarajuée funkcije
kmx
Xi(z) = sinT za Cy=1

svojstvene funkcije. Opée rjeSenje jednadzbe (4.68) dato je sa
Tk (t) = ay, cos cAt + by sin cAt,

odnosno ot ot

Tk (t) = ay cos CTW + by sin ¢ ;T ,

Sve funkcije ug(x,t) = Xg(2)Tk(t) zadovoljavaju jednadzbu (4.64) uz rubne
uvjete (4.65). Pod pretpostavkom da red

> > krt krt k
u(z,t) = ;uk(m,t) = kZ(ak cos & ;T + by sin C;) sin % (4.71)

=1

(k=1,2,3,..).

konvergira i da se moze diferencirati ¢lan po ¢lan dva puta po z, odnosno po
t, tada wu(z,t) zadovoljava (4.64) i (4.65). Koeficijente ay i by ¢emo odrediti iz
uvjeta (4.66). Ti uvjeti daju

o0

u(z,0) = ay, sin IWTQC = up(x),
k=1
ou(z,0) =, kme . kmx
T :’;bk i smT*ul(z)

kmc
Iz teorije Fourierovih redova slijedi da su ay i ka Fourierovi koeficijenti

funkcija ug i u1, respektivno, tj.

2 [ k
ay = f/ uo(x) sin T g
A l

l (4.72)
b _ 2 u(m)sinkﬂ—xdx
M ke Jo o o
Formalno? rjeSenje pocetno-rubnog problema dato je sa (4.71)-(4.72). ¢

Sljededi teorem govori o konvergenciji formalnog rjesenja.

Teorem 4.3.10. Pretpostavimo da su funkcje ug i uy po dijelovima iz C3([0,1])
odnosno C2([0,1]) i da zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti

up(0) = up(l) = ugj(0) = ugy (1) = w1 (0) = us(l) = 0.

Tada je funkcija definirana redom (4.71) neprekidna i ima neprekidne parcijalne
izvode do drugog reda. Pored toga, red (4.71) se moZe diferencirati ¢lan po clan
po x it dva puta, pri cemu su dobiveni redovi apsolutno i uniformno konvergentni
na skupu [0,1] x [0,00).

2tj. ono koje se dobije uz pretpostavku o konvergncijama datih redova.
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4.3 Talasna jednadzba

Dokaz. Zaista, uzimajuéi u obzir pretpostavke za funkcije ug = ug(z) i up =
u1(x), trima odnosno dvjema uzastopnim parcijalnim integracijama u (4.72) do-

bivamo
IN? 1 k
(77) 5 | v eos T an

NP 11! 1 . krmz
- (ﬂ_) ﬁg/o ul(ac)sdeac.

2 [ k
al(f) = 7/ uy' () cos % dx,
0

2 11 k
b,(f) = f/ —uf(z) sin % da.
0 C l

by,

Stavimo da je

1
Kako su (' (x) i Eu’l’ (z) po dijelovima neprekidne funkcije, to su ag’) i b,(f)

Fourierovi koeficijenti u razvoju ovih funkcija po kosinusima, odnosno, sinusima,
redom, pa na osnovu Besselove nejednakosti dobivamo da su redovi

3 2
SR ST b
k=1

k=1

konvergentni. Kako je ab < £(a” + b?), to je

fe’e) (3) 0
S1% | < I (L a@p) <
— | k|~ 2 k2 k

k=1 k=1
: (2)
[0 I (L @
S <53 (R ) <
k=1 k=1
pa su i redovi
e’} 3 oo 2
>l 5ol
k|’ k
k=1 k=1

s V&1 ket krt\ .k
u(z,t) = ZW(%@ = <7r> Zk?’(a,(f) cos & ;T —|—b§€2) sin & ;T )sin %x’

k=1 k=1
to je
o0 l 3 oo 1 agﬂ bg)
w0 <3 luteol = (1) Y (|| + ) <.
k=1 k=1




4.3 Talasna jednadzba

pa na osnovu Weierstrassovog testa apsolutne i uniformne konvergencije imamo
da red (4.71) konvergira apsolutno i uniformno na [0,1] x [0, 00). Kako je

OQug(z,t) (3) b,(f)
< L
> |2t ‘ AZ ( i) <o
k=1
0?uy(z, ) (3) b,(f)
FunY| g ke
z; a2 Z | ) <o

gdje su A i B neke konstante, korlste01 Abelov test dobivamo da prvi i drugi
formalni parcijalni izvod reda (4.71) po z konvergira apsolutno i unifromno.
Analogno dibivamo da prvi i drugi formalni parcijalni izvod reda (4.71) po ¢
konvergira apsolutno i unifromno. Kako su ug(x,t) dva puta neprekidno diferen-
cijabilne funkcije po it to je u(x,t) definirana preko (4.71) dva puta neprekidno
diferencijabilna funkcija po x i t. Neposredno se zakljucuje da je

i Ouy(z,t) _6282uk(:1c,t) _o
ot? 2 o

k=1

pa kako funkcija u(z,t) zadovoljava navedene rubne i poletene uvjete to je
ona rjesenje navedenog mjesovitog problema. Primijetimo da smo na pocetku
dokazali egzistenciju rjesenja i pod slabijim uvjetima, tj. za ug € C2([0,1])
odnosno u; € C1([0,1]). O

Primjer 4.3.6. Koriste¢i Fourierovu metodu razdvajanja varijabli i Lemu 4.3.4
odrediti rjesenje jednadzbe

Pu  ,0%u

ﬁ—c WZAsin(wt)sinz, xE[O,ﬂ,tZO,
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = 21; (x,0) = 0.

Rjesenje. Neka je v rjesenje jednadzbe
v 0%

bl il

ot? Ox?

v(0,8;7) = v(m, t;7) =0,

:071:6 [077T]7t27-’

0
a—i(m,T; 7) = Asin(wr) sin z.
Ako je ¥ funkcija data sa 0(z,t,s) = v(z,t + s, s), onda ¢ zadovoljava jednadzbu
0% 6 0
ﬁ(O,t;T) = o(m, t;7) =0,

v(x,7;7) =0,

e, 0:1) =0, O

x,0;7) = Asin(wr) sin .

283



4.3 Talasna jednadzba

Pomoc¢u Fourierove metode, slicno kao u prethodnom primjeru, dobivamo da
funkcija © ima oblik

oz, t, ) = Z (ay, cos ckt + by, sin ckt) sin kx,
k=1

gdje je na osnovu pocetnih uvjeta ap = 0 za svaki k, by = 0 za svaki k > 11

by = —sin(w7), pa je
c

- A . .
0(x,t;7) = — sin(wT) sin ¢t sin x.
c

Sada primjenom Leme 4.3.4 imamo

t t
A
u(z,t) = / v(x,t;7)dr = / O(w,t—T;7)dT = ——5—— [csinwt — wsin ct] sin x.
0 0 co(c® — w?)

0

00 05 10 15 20 25 30

x

Slika 4.6: Grafik gustine i grafik funkcije v = u(z,t), z € [0,7],t € [0,6] iz
Primjera 4.3.6 zac=1, A =2 w=4.

Primjer 4.3.7. Nadi rjeSenje problema

2 2
au—c2M+F(x), O<z<l, t>0,

a2~ " oa?
U(O,t) = A, U(l,t) =B, t>0,

ot

Specijalno, naéi rjeSenje ako je F(z) = hi f(z) = g(z) = A= B =0, gdje je h
konstanta.
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4.3 Talasna jednadzba

RjesSenje. Potrazimo rjesenje u obliku
u(z,t) = v(z,t) + U(x).
Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

?v (0% U
oz (w*ax)””

Ako U = U(z) zadovoljava jednadzbu

62
C W + F( ) 0,
tada v(z,t) zadovoljava talasnu jednadzbu
0% 5 0%

o2 = o2

Uvrstavanje funkcije u(x,t) u pocetne i rubne uvjete, dobivamo

u(z,0) = v(z,0) + U(z) = f(2),
Ou(x,0)  Ov(x,0)

u(0,1) = v(0,t) + U(0) = 4,

u(l,t) =v(l,t) +U() =

Prema tome, U(z) je rjeSenje problema
20U

)

U@)=A4, U(l)=B

+F=0 0<z<lI,

a za v(x,t) vrijedi

v 0%
@—C@, O<I<l, t>07
(w0) = J@) - Ulw), P =g, o<t

v(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0.

Ova jednadzba je rijeSena u Primjeru 4.3.5. Lako se moze vidjeti da je

Ul)=A+(B-A)7 /{ /F dg]dn /[;/OHF@)dg}dn

Ako je F(x) =hi f(x) =g(z) = A= B =0, tada je
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Funkcija v(z, t) zadovoljava jednadzbu

v ,0%

@—C@, O<zx<l, t>0,
v(x,O):—%(lx—xQ), w:o, 0<z<l,

v(0,t) =0, ov(,t)=0, t>0.

Na osnovu Primjera 4.3.5 imamo da je

- kmet .k
t)zZakcos 7;C sin%x,

gdje je

9 rl h k _4’h .
ak =7 / ——(lz — 2®)| sin Ty = Fimicz) Kk — neparan,
o 2¢ l 0, k — paran.

Prema tome,

u(z,t) = v(az t)+ Ul(z,t)
= ( 4l2h ) o (2k — 1)met ‘i (2k — )7z

l l

Slika 4.7: Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,t),
Primjera 4.3.7zac=11i F(x)=h=1, f(z) =g(z) = A

Primjer 4.3.8. Razmotrimo problem titranja metalne zice, kao Sto je npr. zZica
gitare, a koja moze biti privu¢ena magnetom. Pretpostavimo da posmatrana Zica
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4.3 Talasna jednadzba

ima duzinu 25 cm, sa ¢ = 522 u talasnoj jednadzbi, da su joj krajevi ucvrscéeni i
da je “trznuta” tako da joj je pocetno odstupanje

1 2 25
v =5 (1- |- Z).

a zatim pustena (tako da joj je pocetna brzina jednaka nuli). Pretpostavimo dalje
da magnet djeluje konstantnom silom prema gore od 100 dina (1din = 1075 N).
Odrediti funkciju koja opisuje titranje zice.

Rjesenje. Nas problem se svodi na rjesavanje sljede¢eg pocetno-rubnog prob-
lema

Pu 0%

— —c"—=1 2 4.
72~ 9.2 00, 0<xz<25 t>0, (4.73)
u(0,t) =0, u(25,t) =0, t >0, (4.74)
u(z,0) = ¢(x), %(m, 0)=0, 0 <z <25. (4.75)

gdje je ¢ = 522, a ¢ je data gore. Primijetimo da je jednadzba (4.73) nehomogena
zbog konstantnog ¢lana 100 na desnoj strani. Taj ¢lan predstavlja forsiranje, tj.
vanjsku silu koja kontinuirano djeluje na zZicu. U ovom slucaju forsiranje potice
od magneta koji stalno privla¢i Zicu prema gore, pa zica ne titra samo usljed
pocetnog trzaja, nego i pod stalnim uticajem spoljasnje sile.

Zbog prisustva forsiranja, rjeSenje prirodno razlazemo na stacionarni dio, koji
opisuje trajni uticaj vanjske sile, i oscilatorni dio, koji opisuje titranje zice oko
nove ravnotezne pozicije. Kao u prethodnom primjeru, potrazimo rjesenje u
obliku

u(z,t) = v(z,t) + U(zx),

gdje je v(x, t) rjesenje odgovarajuceg homogenog problema (oscilatorni dio rjeSenja),
a U(x) vremenski nezavisno partikularno rjesenje (stacionarni dio rjeSenja).
Funkciju U(z) biramo tako da zadovoljava

—c2U"(x) =100, 0 <z < 25,

uz rubne uvjete
U(0) =0, U(25) =0.

Integracijom dobivamo

U(z) = —i—2x2 + Ax + B.

Iz rubnih uvjeta slijedi B=01 A = 13§0, pa je

50 , 1250

U(z) =

T.
c? c

287



4.3 Talasna jednadzba

Sada ¢emo naci rjesenje homogenog dijela. Definirajmo
v(z,t) = u(z,t) — U(x).
Tada v(x,t) zadovoljava homogeni po¢etno-rubni problem

Vgt — Uy = 0, 0<ax<25 t>0,
v(0,t) =0, wv(25,t) =0,
v(z,0) =¢(x) = U(xz), wv¢(x,0)=0.

Rjesenje ovog homogenog pocetno-rubnog problema trazimo u obliku Fourierovog
sinusnog reda

nmwx cnm
g ap, cos(wnt) sin 25 Wy = —.

Koeficijenti a,, odreduju se iz pocetnog uvjeta

v(x,0) = ¢(x) = Ulx),

pa vrijedi
- P —125000 (1 — (~1)") | 4sin(ZF)
an = %/0 (¥(x) = U(x)) Sm(ﬁ) dr = 2n3m3 T e

Uvrstavanjem a,, i w, u v(z,t) dobivamo da je rjeSenje homogenog problema (t;j.
oscilatorni dio rjeSenja) dato sa

o~ [ 4sin(%F) 125000 (1 — (—1)") enmt . /nmz
’U(I,t)—z( 5n212 c2ndm3 T sm( 25 )

n=1

Sabiranjem stacionarnog i oscilatornog dijela dobivamo da je rjeSenje pocetno-
rubnog problema (4.73)-(4.75) dato sa

50 1250
u(z,t) = —C—2$2 +—

o 4.76)
4sin(%F) 125000 (1 — (—1)") enmt . /nwx (
+ Z < 5n2r? c2ndm3 O\ 725 sm( 25 )

Primijetimo da zbog simetrije funkcije 1 (2)—U (z) u Fourierovom razvoju ucestvuju
samo neparni ¢lanovi. Rjesenje je periodi¢no sa periodom
2r 50

T=—=—.
w1 C

Sada ¢emo izloziti drugi nacin trazenja rjesenja pocetno-rubnog problema
(4.73)-(4.75). Prema (4.71), rjeSenje trazimo u obliku sinusnog reda

Z T, (t) sin (mrx) . (4.77)
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4.3 Talasna jednadzba

Primijetimo da ovo rjesenje zadovoljava rubne uvjete (4.74).
Uvrstavanjem rjesenja (4.77) u (4.73), dobivamo

2,2,.2

Z (T” 4 C "5” Tn(t)> sin(%) = 100.

Razvijanjem konstante 100 u Fourierov sinusni red na intervalu (0, 25) dobivamo

100 = Z Cn bln(nﬂ-x) ,

gdje su
2 [ nmx 200(1 — (—1)")
Cp = 9% 00 sin oF dx

nm

Izjednacavanjem koeficijenata uz sm( ) dobivamo

25

c?n?n?

T, (t) + T

T, (t) = cp.

Dalje, uvrstavanjem rjesenja (4.77) u (4.74), dobivamo da vrijedi
= nwx
Z ) sin ( ) .

Kao i maloprije, razvijanjem u Fourierov red po sinusima na (0, 25) i izjednacavanjem,
dobivamo da je

2 (% 4
Tn((]):% . ’l/)(l’)Sln(nTﬂ:) d:E:WSln(n%), n:1,2,3,

Oznaéimo =a— sin("X) sa by,.
S5n2m 2
Da bismo nasli T}, (t), moramo rijesiti sljede¢i Cauchyjev problem

02n27T2
T, (t) + TSQTn(t) = Cp,
L.(0) = b, (4.78)
T'(0) = 0.

Diferencijalna jednadzba u (4.78) je nehomogena linearna diferencijalna jednadzba
drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Rijesit ¢emo je metodom varijacije
konstanti.

Najprije rjesavamo odgovaraju¢u homogenu jednadzbu

T/ (t) 4+ w2 T, (t) = 0,
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gdje je w, = 5. Njena karakteristicna jednadzba je

r? 4+ wi =0,
odakle slijedi r = t+iw,,, pa opCe rjesenje odgovarajuée homogene jednadzbe glasi
T (1) = Ay cos(wnt) + Ag sin(wnt),

pri cemu su Aj, As proizvoljne konstantne. Opce rjeSenje odgovarajuée nehomo-
gene jednadzbe pretpostavljamo u obliku

T, (t) = A1(t) cos(wnt) + Aa(t) sin(wnt),

gdje su A;(t) i A2(t) nepoznate funkcije vremena. Metodom varijacije konstanti
dolazimo do sistema

A () cos(wnt) + AL (t) sin(wn,t) = 0,
— AL () sin(wnt) + AL(E) cos(wnt) = .
w
Rjesavanjem ovog sistema slijedi da je
c c
Al (t) = —— sin(wpt Ay(t) = — nt
() = —Zsin(ont), A0 = 2 cos(ent),

odakle integracijom dobivamo

Ai(t) = = cos(wnt) + Ci, @@:%mmm+@

Opce rjesenje sada glasi
Cn

— -
Wn

T, (t) = C1 cos(wnt) + Cysin(w,t) +

Vrijednosti konstanti Cy, Cy ¢emo odrediti iz pocetnih uvjeta u (4.78). Iz prvog

uvjeta dobivamo

Cn Cn
bn:72+01, = Clzbn—ﬁ,
n Wn

a iz drugog uvjeta slijedi Cy = 0. Prema tome,

T,(t) = (bn - ZZ) cos(wnt) + %

n n

200(1 — (=)
Kako je w, = cni, b, = isin<n—7T> ic, = M za n =
25 5n2m2 2 nmw
1,2,3,..., konactno dobivamo da je rjesenje Cauchyjevog problema (4.78) dato
sa
4sin( 28 125000(1 — (—1)" 125000(1 — (—1)"
Ta(t) = sin() - ( ( ") cos enmt + (- (1) )
5n2m2 2 n3m3 25 2 n3m3
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4.3 Talasna jednadzba

Uvrstavanjem u (4.77), dobivamo rjesenje po¢etno-rubnog problema (4.73)-(4.75)
u obliku

= [4sin(%F)  125000(1 — (-1)") enwt\ | /nTw
u(z,?) _7;< 5n2r? 2 n3n3 COS( 25 Sm( 25 )

N i 125000(1 — (1)) sin(nﬂ'x) .

2 n373 25

(4.79)

n=1
Rjesenje je periodi¢no sa periodom

2 50

cm /25 T

Primijetimo da je T,,(t) = 0 za parno n, jer su tada b, = 01i ¢, = 0. Prema tome,
u kona¢nom rjesenju naseg problema ucestvuju samo neparni clanovi reda, $to je
u skladu sa zakljuckom iz prvog nacina rjesavanja problema.

Ostaje jos da pokazemo da su rjesenja (4.79) i (4.76) ista na (0,25). Naime,

50
razvijajuéi funkciju U(z) = ——2:62

>— u Fourierov sinusni red na (0, 25),
c

dobivamo da je

50 5 1250 = 125000(1 — (=1)") . /n7ax
27 +072fo czn3m3 ( 25 )
n=1
Detalje ovog racuna prepustamo ¢itaocu.
Dvadeset i pet “snimaka” rjeSenja (uzetih tokom jednog perioda) prikazano
je na Slici 4.8. Jasno se uocava uticaj vanjske sile na titranje zice.

pomak

010+

—004 -

Slika 4.8: Dvadeset i pet “snimaka” titrajuce zice iz Primjera 4.3.8.
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4.3 Talasna jednadzba

Primjedba 4.3.5. U prethodnom primjeru konstantno forsiranje ne uti¢e na
sopstvene frekvencije titranja zice, ve¢ isklju¢ivo mijenja njen ravnotezni polozaj.
Oscilatorni dio rjesenja ima iste frekvencije kao u homogenom sluc¢aju, dok sta-
cionarni dio opisuje trajnu deformaciju Zice izazvanu djelovanjem magneta.

Istovremeno, prikazana su dva ekvivalentna pristupa rjesavanju datog prob-
lema. U prvom pristupu forsiranje se uklanja uvodenjem stacionarnog rjesenja
U(zx), ¢ime se problem svodi na homogeni pocetno-rubni problem za funkciju
v(z,t). U drugom pristupu rjesenje se direktno razvija u Fourierov sinusni red,
pri ¢emu se uticaj forsiranja pojavljuje u vremenskim koeficijentima T, () koji su
rjeSenja nehomogenih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi drugog reda sa konstant-
nim koeficijentima.

Primjer 4.3.9. Nadi rjesenje problema
Pu 4 (*u D%u
— =a | == +t== ],
ot? ox2 = 0y?
u(x,0,t) = u(z, M,t) =0,
u(0,y,t) = u(L,y,t) =0,

w(z,y,0) = fla,y), 24850

9 =g(z,9),

zax € (0,L],y € [0, M],t € RT.

RjeSenje. Potrazimo rjesenje jednadzbe u obliku proizvoda
u(z,y,t) = T(t) X (2)Y (y),
onda iz date jednadzbe slijedi da je

'@t) _ X"(z)  Y"(y)

AT@H) . X(z) | Yy

Sto je samo moguce ukoliko su sve tri funkcije

T//(t) X//(:L,) Y//(y)
@' X@) Y

konstantne. Tada, neka su konstante b i ¢ takve da je

T X'(@) | Y'(y)
2T - X@) Y

sto povlaci da je




4.3 Talasna jednadzba

X// x)

Razmotrimo sva mogucéa rjesenja jednadzbe = ¢, za razne vrijednosti

konstante c. Iz T(t) X (0)Y (y) = T(t) X (L)Y (y) = 0, slijedi da je X(0) = X(L) =
0.

1) Za ¢ > 0, imamo
X(z) = CreVe 4 Che Ve,

pa je iz X(0) = 0, C; = —C3, onda iz X (L) = 0, imamo
0=Cy(eVr —e Vel = 0y =Cy = 0.
Dakle ne postoji netrivijalno rjesenje.
2) Ako je ¢ =0, onda je X(z) = Ciz + Co, tada X(0) = X(L) =0= C; =
Cs = 0. Dakle ne postoji netrivijalno rjesenje.
3) Ukoliko je ¢ < 0,
X (x) = Cy sin(v/—cz) + Cy cos(v/—cx).
Tada, X (0) =0 = C2 = 0. Sada iz X (L) = 0 slijedi da je sin(v/—cL) = 0,

a to znadi da je ¢ oblika ¢ = —(”—L”)?, za neki prirodni broj n.

1"
Na osnovu navedenog, sva netrivijalna rjesenja jednadzbe XT = ¢ su oblika

nwx
Xp(z) = Cysin —.
(2) sin —

Na isti na¢in, dobivamo da su sva netrivijalna rjesenja jednadzbe YTH =b—uc
gdje je b — c < 0, oblika
Y. (y) = ¢y sin %

Izc<0ib—c <0 dobivamo da je b < 0. Pa za b < 0 slijedi da je
T(t) = Cy sin(v/ —ba?t) + C cos(v/ —ba?t),
gdje konstanta —b ima oblik
2
nm 2 (m+§)m
_b_(f) +(M ,m,n €N,

Sto ¢emo oznacavati sa Ay -
Tada je formalno rjesenje u dato linearnom kombinacijom

u(z,y,t) = Z(an’m €08 \/ A m@t + by m sin v/ A mat) sin ? sin mj\;y.

n,m

Na osnovu pocetnih uvjeta vidimo da je

nwr . mm
flzy) = Zan,m sin — sin y’




4.3 Talasna jednadzba

. nwT . mmw
g(z,y) = %;lbn,m\/)\n,masm —sin My'

Dakle, koeficijenti @y m, bn,m su definirani sa

Apom = 1 /L/Mf(;v )sinmmsinmﬂ-y
n,m—LM o o , Y 7 Vi R

1 4 (M
bpm = —F—— /0 /0 g(z,y) sin n_zx sin mj\;y.

\/)\n,mam

Slika 4.9: Grafik funkcije u = u(z,y,t), iz Primjera 4.3.9 za a =1, g(z,y) =01
f(l' y) _ {COS2 <% @) , ako \/m < %7

0, inace.
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4.4 Laplaceova jednadzba

4.4 Laplaceova jednadzba

U ovom dijelu ¢emo proucavati jednu od najvaznijih parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi, a ujedno i predstavnika elipti¢nih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
drugog reda, a to je Laplaceova jednadzba

Au=0,
i sa njom vezanu Poissonovu jednadzbu

—Au = f.

U oba slucaja je = € Q, pri ¢emu je u : Q — R, u = u(z) gdje je Q@ € R”
data oblast a u nepoznata funkcija. U (4.4) funkcija f : Q@ — R je takoder data.
Pocet ¢emo s jednom od najvaznijih osobina linearnih elipticnih jednadzba a to
je principa maksimuma, tj. da su vrijednosti rjesenja unutar ogranicene oblasti
majorirane vrijednostima na rubu te oblasti.

Za Laplaceovu jednadzbu izucavat ¢emo samo rubne probleme jer kao sto smo
vidjeli u uvodu pocetni problem nije korektno postavljen.

4.4.1 Rubni problemi i princip maksimuma

Kao sto smo veé vidjeli, navedene jednadzbe imaju beskonacno mnogo rjesenja u
oblasti €). Nas ¢e zanimati rjesenje kojim je opisano titranje membrane uz zadane
rezim na rubu; taj rezim se opisuje rubnim uvjetima. Imamo sljedec¢a tri rubna
problema:
1) Dirichletov problem sastoji se od nalaZenja rjeSenja za koje je zadovoljen
uvjet
u=g na =099,

gdje je g zadana funkcija na I'; na primjer ako je membrana u¢vrséena na rubu
onda je g = 0;
2) Neumannov problem se sastoji u nalaZenju rjesenja koje zadovoljava uvjet

% =h na T'=09Q,
v
gdje je h zadana funkcija na T', a Ou/Ov izvod po spoljasnoj normali na 0%);
3) Ako se trazi rjeSenje jednadzbe koje zadovoljava jednakost

du

+cu=h na T =09,
v

gdje su c i h zadane funkcije na I', onda imamo Robinov problem.

Odredivanje rjesenja Laplaceove jednadzbe koje zadovoljava neki od rubnih
uvjeta zove se rubni problem (Dirichletov, Neumannov, itd.). Formulacija prob-
lema diktira pretpostavke o klasi funkcija u kojoj se rjeSenje trazi. Za zadane
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4.4 Laplaceova jednadzZba

funkcije f, g, ¢ i h pretpostavljamo da su neprekidne. Tada je za Dirichleov
problem pripadna klasa C2(2) N C(2). Za Neumannov i Robinov problem pri-
padna klasa je C2(Q2) N C*(Q)). Uz gornje pretpostavke govorimo o klasicnim
rjesenjima rubnih problema.

Naprijed navedeni rubni problemi nazivaju se i unutrasnji rubni problemi. Za
razliku od ovih posmatraju se i tzv. vanjski rubni problemi. Formulisimo ih za
n > 2. Uvedimo sljede¢u definiciju.

Definicija 4.4.1. Za funkciju u koja je definirana u okolini beskonacnosti (vangj-
§tina kugle) u R™ kaZemo da je reqularna u beskonacnosti, ako je zadovoljen uvjet

u(zr) =0, |z| — oo,

za n > 2, odnosno ako je ogranicena u nekoj okolini beskonacnosti za n = 2.

Definicija 4.4.2. Za funkciju u kaZemo da je harmonijska na (ili u) otvorenom
skupu O C R", ako je u € C*(O) i Au=0 u O.

Pretpostavimo da je I' = 02 povezan skup; tada je 2y = Q° neogranicena
oblast. Spoljasnji Dirichleov problem sastoji se u nalazenju funkcije u € C(€2y),
koja je na €2y harmonijska i koja je regularna u beskonacnosti, a na rubu I vrijedi
u = f, gdje je f neprekidna funkcija. Analogno se formulisu i ostala dva rubna
problema. Vanjski problemi u opéem slucaju bez pretpostavke o regularnosti u
beskonac¢nosti rjeSenja nije jedinstveno rjesiv.

Prvi korak u teoriji rubnih problema su teoremi o jedinstvenosti rjesenja. Za
dokaz jedinstvenosti rjesenja Dirichletovog problema potreban nam je princip
maksimuma (v. Teorem 4.4.8) koji kaze da ako je u € C?(Q) N C(£) harmonijska
funkcija u oblasti €2, onda ona svoje ekstreme prima na I' = 9Q); tj. za svako
x € Q vrijedi

mrinu <u(z) < max u.

Sada navedimo teorem koji govori o jedinstvenosti rjesenja Dirichletovog prob-

lema.
Teorem 4.4.1. Dirichleov problem
—Au=f u Q,
u=g u I,
ima najvise jedno riesenje u € C2(Q) N C(Q).
Dokaz. Neka suui, uy € C?(Q)NC(Q) rjeSenja problema. Funkcija w = uj —us

je harmonijska u Q i jednaka je nuli na I'. Prema principu maksimuma imamo
da je 0 < w(x) <0, tj. w=0. O

Posljedica 4.4.1. Neka je funkcija u € C2(Q) N C(Q) harmonijska u oblasti 2.
Tada vrijedi
max |u(z)| < max |ul. (4.80)
zeQ r
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4.4 Laplaceova jednadzba

Dokaz. Prema principu maksimuma za z € €2 imamo

u(z) < maxu < max |ul,
r r
- < —u) <
u(z) < mlz}x( u) < max |ul,

a iz tog slijedi (4.80).
Ako je u € C2(2) N C(N) rjesenje Dirichletovog problema

Au=0 u Q,
u=g u T,

prema (4.80) vrijedi
max |u| < max|g|.
Q r

Odavde slijedi da je problem (4.81) i (4.82) korektno postavljen.

Lema 4.4.1. Za funkcije u, v € C*(Q) wrijedi prva Greenova formula

/AuvdV:/@vdS grad u - grad vdV.
Q 9 Q

Dokaz. Parcijalnom integracijom dobivamo

82 0 [ Ou ou Ov

Na prvi ¢lan desne strane primijenimo formulu Ostrogradskog:

0 ( ou ou
‘/Q 87‘]:1 (61‘1 ) dV 8 vV; dS

Iz (4.84) i (4.85) slijedi

/AuvdV Z/aQ’UdV
Ou 0
—Z/—vuzdS Z/@;@;

a iz toga slijedi trazena jednakost.

(4.83)

(4.84)

(4.85)

Stavljajuéi u (4.83) v = 1 odnosno v = u, dobivamo sljede¢u posljedicu.

Posljedica 4.4.2. Za funkciju u € C*(Q) vrijedi jednakost

/AudV /—dS

/AuudV+/|grad u|2dV:/%udS
Q Q r 0
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4.4 Laplaceova jednadzZba

Zamjenjujuéi u (4.83) funkciju u sa v i oduzimajuéi tako dobivenu jednakost
od (4.83), dobivamo sljedeéu propoziciju.

Posljedica 4.4.3. Za funkcije u,v € C? (5) vrijedi druga Greenova formula

ou ov
/Q(AuvAvu)dV—/F<ayvayu>dS.

Ako za rjesenje Neumannovog rubnog problem pretpostavimo nesto vetu reg-
ularnost nego u orginalnoj postavci, pomoéu jednakosti (4.87) mozZe se dokazati
njegova jedinstvenost.

Teorem 4.4.2. Ako Neumannov problem

—Au=f u Q
ou
o r
ey h na T,
ima riesenje u € C*(Q), onda je
/ de+/hdS ~0. (4.88)
Q r

Svaka takva dva rjesenja razlikuju se za konstantu.

Dokaz. Uvjet (4.88) slijedi neposredno iz (4.86). Neka su u; i uy € C3(Q)
rjeSenja i neka je w = u; — us. Imamo

Aw=0 u Q
ow

— = T.
By 0 na

Jednakost (4.87) za funkciju w glasi

/ |grad w|*dV = 0.
Q

1z toga slijedi da je grad w =0 u Q, tj. Ow/dz; =0u Q,i=1,2,...,n. Prema
tome je w = const, tj. u; — ug = const. - O

Za dokaz Neumannovog problema u klasi C?(2) N C*(Q) koristi se teorija
potencijala i teorija integralnih jednadzbi, pa je dokaz mnogo slozeniji i ovdje ga
nec¢emo navoditi.

Teoremi jedinstvenosti za spoljasnji Dirichletov problem formulisu se isto kao
za unutrasnji Dirihletov problem, dok za spoljasnji Neumannov problem svaka
dva rjesenja razlikuju se za konstantu za n = 2, a za n > 2 ako rjeSenje postoji
ono je jedinstveno. Za dokaz ovih tvrdnji potrebna su dodatna razmatranja sto
ovdje netemo Ciniti.
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4.4.2 Fundamentalno rjesenje i Greenova funkcija

Greenova funkcija® koristi se za nalaZenje rjeSenja nehomogenih diferencijalnih
jednadzbi i pripadnih rubnih uvjeta na osnovu rjesenja odgovaraju¢e homogene
jednadzbe. Pritome se pocetni uvjeti mogu posmatrati kao poseban slucaj rubnih
uvjeta.

Intuitivno, Greenova funkcija opisuje odziv sistema na izvor koncentriran u
jednoj tacki prostora nezavisnih varijabli. Ako je ta tacka na rubu oblasti, Green-
ova funkcija se bira tako da zadovoljava nehomogene rubne uvjete, dok se u
slu¢aju unutrasnje tacke koristi za rjesavanje nehomogene parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe.

Da bismo, vise intuitivno i ne ulazeé¢i puno u vazne detalje, objasnili o ¢emu
se radi, posmatrajmo linearnu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu

gdje je D diferencijalni operator, a nezavisna varijabla x koja moze biti jednodi-
menzionalna ili viSedimenzionalna, tj. © = (z1,22,...,2,), 1 u(x) je nepoznata
funkcija. Ako pretpostavimo da je funkcija f(z) = fi(z) + fo(z) i da je uq(z)
rjesenje diferencijalne jednadzbe D(u(z)) = f(z), tj. D(u1(x)) = fi(x), i da je
us(z) rjesenje diferencijalne jednadzbe D(u(x)) = fa(x), tj. D(ua(z)) = fo(x),
onda je uj (x)+us(z) rjeSenje jednadzbe D(u(x)) = f(x), jer je D(uy(x)+us(x)) =
D(ui(x)) + D(uz(z)) = fi(x) + fo(x) = f(x). Ovo je poznata osobina lineranih
diferencijalnih jednadzbi i vrijedi ako je f(x) suma velikog broja funkcija. Ovu
ideju mozemo dalje formalizirati predstavljajuéi funkciju f(z) kao superpoziciju
beskona¢no mnogo lokalizovanih izvora, tj. napisati je pomocu integrala. U tom
cilju, uvedimo Diracovu? ¢ funkciju (ili § distribuciju ili generaliziranu funkciju,
poznatu jos kao i jedini¢ni impuls) na skupu realnih brojeva, koja je svuda jed-
naka nuli osim u nuli. Naglasavamo da J-funkcija nema smisla kao klasi¢cna
funkcija, ve¢ isklju¢ivo u okviru integrala. Mozemo pisati

5(%){ 0, z#0,

oo, x =0,

tako da je

3Greenova funkcija je dobila ime po engleskom matematiaru i fizicaru Georgeu Greenu
(1793-1841), koji ju je uveo 1828. godine u eseju Mathematical Analysis to the Theories of
Electricity and Magnetism.

4p. A. M. Dirac (1902-1984) uveo je ovu delta-funkciju u originalnom izdanju svoje knjige
The Principles of Quantum Mechanics (Oxford University Press, 1930), a ovaj koncept se
dalje razraduje u kasnijim izdanjima, ukljuc¢ujuéi i 4. izdanje iz 1958. godine. U tom kontekstu
razmatranja ortogonalnosti (generalizovanih) baznih funkcija u Hilbertovom prostoru pojavljuje
se relacija (z|y) = cd(z — y).
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Integracijom na proizvoljnom segmentu [a, b] imamo

b
1 b
a 0, 0¢ [a,b].
Za Diracovu § funkciju vrijedi sljede¢a osobina translacije (pomaka)

“+oo
/ 5o — a)f(z)dz = f(a).
— 00

Vratimo se, sada, problemu od kojeg smo posli. Koristeéi Diracovu § funkciju,
tj. osobinu translacije, mozemo funkciju f(x) napisati u sljedeéem obliku

+oo
/ 5y — ) f(y)dy = f(x),

— 00

tj. f(z) smo predstavili kao beskona¢nu kolekciju tacaka.
Greenova funkcija G(z,y) za diferencijalni operator D je funkcija za koju
vrijedi
D(G(x,y)) = 0(y — z). (4.89)
Sada, koriste¢i prethodno, mozemo pisati

+o0o
D(G(z,y))f(y)dy = f(x).

— 00

Posto je D linearan operator koji, u ovom slucaju, djeluje samo na z, to ga
mozemo "izvuéi” ispred integrala, tj.

o([ i) = ),

— 00

tj. rjeSenje u(x) moZemo napisati u integralnoj formi u(z) = fjoooo G(z,y) f(y)dy.
Dakle, ako znamo Greenovu funkciju, mozemo rijesiti odgovarajuéu diferencijalnu
jednadzbu.

Fundamentalno rjesenje. Fundamentalno rjesenje ® linearnog diferencijalnog
operatora D je funkcija (ili distribucija) koja zadovoljava jednadzbu

D®=9¢

u smislu distribucija, u cijelom prostoru (bez nametnutih rubnih uvjeta) [20].
Ovdje D oznacava linearni diferencijalni operator, dok je § Diracova §-distribucija
koja predstavlja izvor koncentrisan u jednoj tacki. Jednakost D® = ¢§ razumije se
u distribucijskom smislu, a izraz u cijelom prostoru znaci da se problem razmatra
na prostoru R™, bez dodatnih rubnih ili pocetnih uvjeta.

Fundamentalno rjesenje opisuje odziv operatora D na tackasti izvor u besko-
na¢nom prostoru. Ono se naziva fundamentalnim zato Sto predstavlja osnovni
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gradivni blok svih rjesenja. Naime, ako je poznato fundamentalno rjesenje @,
tada se za jednadzbu
Du=f

moze (formalno) pisati

u@r:/nfowf@wm

Sto odgovara superpoziciji tackastih izvora.

U vecini konkretnih problema rjesenja se, medutim, traze u ograni¢enim oblas-
tima uz zadane rubne uvjete. U takvim sluc¢ajevima fundamentalno rjesenje vise
ne zadovoljava propisane rubne uvjete. Greenova funkcija predstavlja prirodno
uopcenje fundamentalnog rjeSenja na ogranicene oblasti. Ona se definira kao
rjesenje jednadzbe (4.89) u posmatranoj oblasti, uz dodatni zahtjev da zadovo-
ljava odgovarajuc¢e rubne uvjete. Drugim rijecima, Greenova funkcija se moze
posmatrati kao fundamentalno rjesenje prilagodeno geometriji oblasti i rubnim
uvjetima problema.

Greenova funkcija, kao Sto smo ranije istakli, predstavlja odziv sistema na
jedini¢ni impuls. Ovu ideju ilustrujemo na jednostavnom primjeru obi¢nih difer-
encijalnih jednadzbi, pri ¢emu ¢emo ujedno pokazati kako se Greenova funkcija
moze eksplicitno odrediti u ovakvim, jednostavnijim sluc¢ajevima. Kao dodatnu
literaturu, studentima preporu¢ujemo poglavlje Green’s Functions iz knjige [5].

Primjer 4.4.1. Neka je data linearna nehomogena diferencijalna jednadzba
Llyl =,

gdje je L linearni diferencijalni operator, a f zadana funkcija. Formalno, rjesenje
ove jednadzbe moze se zapisati u obliku

y=L""[f],

gdje L~! oznacava inverzni operator diferencijalnog operatora L.
U praksi, inverz diferencijalnog operatora ne pojavljuje se u algebarskom, vec
u integralnom obliku. Preciznije, rjesenje se trazi u obliku

y(z) = / G, €) £(€) dt. (4.90)

gdje je funkcija G(z, £) jezgra (kernel) pripadnog integralnog operatora, tj. Green-
ova funkcija.
Razmotrimo sta se desava kada u pocetnom problemu uzmemo

ft) = o(t = to),

odnosno kada posmatramo diferencijalnu jednadzbu
y'(t) +ey(t) =6t —to),  y(0)=0.
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Ovdje §(t — tp) predstavlja jediniéni impuls u trenutku ¢ = ¢;.
Koristedi rjesenje dato sa (4.90) dobivamo

G(t,t()), 0 <ty <t,
, inace.

y(t) = /0 G(t,7) (T —tg)dr = {

Pri tome smo iskoristili osobinu translacije Diracove d-funkcije

b
/ £ —to)dt = f(to),  a<to<b.

Za Greenovu funkciju G(t,7) trazimo rjeSenje problema

0
aG(t,T)JrCG(t,T) =4(t—71), G(0,7) =0.

Za t # 7 vrijedi homogena jednadzba G; + ¢G = 0, pa je G(t,7) = A(T)e™° za
t <7iG(t,7) = B(r)e " zat > 7. Integriranjem po intervalu (1 — e, 7 + ¢) i
pustanjem € — 0 dobivamo uvjet skoka

Girt,r)-G(r~,7)=1.

Zbog kauzalnosti uzimamo G(t,7) =0zat < 7,paje G(r—,7)=0i G(rt,7) =

1. Otuda slijedi
0, 0<t<,
G(ta T) -
e=ct=7) ¢t >

odnosno G(t,7) = H(t — T)e—c(t—-r).
Ovdje je H Heavisideova funkcija definirana sa

H(s) = {0, 5 <0,

1, s>0,

(dok se vrijednost u s = 0 moze uzeti proizvoljno, npr. H(0) = %), pa zapis
G(t,7) = H(t — 1)e ") znaéi da je G(t,7) =0zat <7, a G(t,7) = e °t~7)
zat>T.

Primjer 4.4.2. U slucaju rubnog problema posmatrajmo diferencijalnu jed-
nadzbu

y'(2) - a*y(z) = 6(x — '), y(0)=y(L)=0.

Koristeéi opce rjesenje dato relacijom (4.90), dobivamo

L
y(z) = / G(z,8)0(& —2')d¢ = G(z,2'), 0<a’ <L
0
Primjeéujemo da rubni uvjeti zahtijevaju da Greenova funkcija zadovoljava

G(0,2") =0, G(L,x") = 0.
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4.4 Laplaceova jednadzba

Da bismo eksplicitno odredili Greenovu funkciju, primijetimo da za x # 2’
vrijedi homogena jednadzba

Y (x) — a?y() = 0.

Stoga Greenovu funkciju trazimo u obliku

A(z') sinh(az), 0<z<a,
G(x,2') =
B(a')sinh(a(L — z)), 2/ <z <L,

gdje su konstante A(z’) i B(z'") odredene iz uvjeta neprekidnosti Greenove funkcije
u tacki z = 2’ i skoka njenog izvoda

oG oG, ,_
%($/+,Jﬂl) - %(Jj, 7':6/) = 17

kao i iz rubnih uvjeta G(0,2") = G(L,z’) = 0.

U ovom primjeru, Greenova funkcija se gradi od rjesenja homogene jednadzbe;
ako ta rjesenja ne znamo eksplicitno, ne znamo ni Greenovu funkciju u zatvorenom
obliku, ali to ne znaci da ona ne postoji.

Napominjemo da se Greenova funkcija moze eksplicitno konstruirati samo
u slucajevima kada se odgovaraju¢a homogena diferencijalna jednadzba moze
rijesiti u zatvorenom obliku. U opcéem sluc¢aju Greenova funkcija postoji, ali se
ne moze zapisati eksplicitnom formulom.

Primjeri obi¢nih diferencijalnih jednadzbi jasno pokazuju osnovnu ideju Green-
ove funkcije kao odziva sistema na jedini¢ni impuls. U tim slucajevima Greenova
funkcija se moze eksplicitno konstruirati rjesavanjem odgovaraju¢e homogene jed-
nadzbe i prilagodavanjem rjeSenja rubnim ili pocetnim uvjetima.

Kod parcijalnih diferencijalnih jednadzbi ista ideja ostaje na snazi, ali se po-
javljuju nove poteskoce. Prije svega, diferencijalni operator djeluje na vise neza-
visnih varijabli, a geometrija oblasti i tip rubnih uvjeta imaju znacajan utjecaj
na oblik rjesenja. Zbog toga se Greenova funkcija za parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe moze eksplicitno odrediti samo u posebnim slucajevima i za jednostavne
oblasti.

U nastavku ¢emo se posvetiti Laplaceovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi.
Posebnu paznju posvetit ¢emo ulozi fundamentalnog rjesenja i Greenove funkcije
u formulaciji i analizi rjeSenja rubnih problema.

Prvo ¢emo odredit rjesenje (homogene) Laplaceove jednadzbe u oblasti R™ \
{0}, koje je sferno simetriéno u odnosu na ishodiste, tj. rjeSenje u(z) koje zavisi
samo o sfernoj varijabli r = |x|: u(z) =9 (r), 0 < r < oo.

Imamo du(z) 5
u(r ’ T T
62 ( ) u 7,2 / 1 / 12
ger =V V)L -V



4.4 Laplaceova jednadzZba

pa jednadzba za funkciju v glasi:

P(r) +

Separacijom varijabli dobivamo

n—1

' (r) =0.

c/ -1 C, (4.91)

gdje su C' i O konstante. Moze se provjeriti da (4.91) zadovoljava Laplaceovu

jednadzbu. Funkciju ¢ sa konstantama C = —1/|S,[,% C; = 0, oznacavat ¢emo
sa Yp:
1 1
S 2
_ a4
r) =
wn( ) {211111’ n = 2.
™ T

Funkcija 1, zove se fundamentalno rjesenje Laplaceove jednadzbe. Za njega za
x # y vrijedi
Aythn(ly — z[) = 0.

Bez dokaza navodimo sljede¢u lemu.

Lema 4.4.2. Ako je f € C( ) tada nesvojstvenst integral
|t —shav,. <.
konvergira.

Pomoc¢u fundamentalnog rjesenja izvest ¢emo integralnu reprezentaciju rjesenja
Laplaceove jednadzbe. Prije toga dokazimo sljedeéi vazan teorem.

Teorem 4.4.3. Za funkciju u € C*(Q) vrijedi integralna reprezentacija

w) = [ (%52 wnlle = o)~ uts) g vl o)) d,

/Au V(| —yl)dV,, z €.

(4.92)

Dokaz. Neka je v € Q, ¢ > 0, K(z,¢) C Q. Primijenimo drugu Greenovu
formulu za funkcije u(y) i ¥, (|z — y|) u oblasti Q. = Q\ K(z,¢). Uzimajuéi u
obzir da je Ay, (Jy — z|) = 0 u Q., dobivamo

Au(y)wn(m - y|) dv,

Q.

_ [ (9u) d

ou(y) 0
L o (Z5 e =) =) 5 e =) ) 5,

5|S,| je povrdina jediniéne sfere u R™: vrijedi |Sy,| = 27™/2/T'(n/2) pri éemu T' oznacava
gama-funkciju, definiranu za ¢ > 0 formulom I'(¢) = fooo e AAt—1 g,
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4.4 Laplaceova jednadzba

gdje je v vektor vanjske normale u tacki y € {).. Uzmimo u toj jednakosti limes
kada ¢ — 0. Buduédi da je Au € C(2), imamo

iy [ Az —s) v, = [ Aulyis,(e—yhav. (@99
Prvi integral na desnoj strani od (4.93) ne zavisi od . Dalje imamo, uzimajuéi
u obzir da je zapremina kugle K (x, R) jednaka |i§i i(4.86),

du(y)
Yoz — s
L, T inlr = as,

V() /8 M s,

K(z,e) ov

< [ ()] /K L)
2

5
Ayl —"
mgx| u‘n(nf2)’

—max |Au||Ing|e?, n=2.
2 q

n> 2,
< max |Au [t (e)| [K (2, €)] =
Q

Desna strana u posljednjoj jednakosti tezi nuli kad € — 0, pa imamo

lim Ouy)
20 JoK (z,e) ov

Yn(lz —yl) dSy = 0. (4.95)
Pomocu teorema o srednjoj vrijednosti u integralnom rac¢unu dobivamo
[ (storgvntie=ab)) as
0K (z,¢) ov " Y
— @) [ ul)dS = 5 (e) ulue) K (o,
OK (z,e)

gdje je y. neka tacka na 0K (x,€). Uzimajuéi u obzir da je povrsina sfere 0K (z, R)
jednaka R"~!|S,|, dobivamo

/ax(m) (u(y)ai Un(lz = y)) dSy = u(ye).

Zbog neprekidnosti, u(y.) — u(z) kad € — 0, pa imamo

i 4 =u(x
i [ (451 valle =) ) 45, = uta). (4.96)
Iz (4.93), (4.94), (4.95) i (4.96) slijedi (4.92). O

Definicija 4.4.3. Funkcijo G(x,y), x,y € Q, x # y, je Greenova funkcija za
Dirichletov problem ako za svako fiksno y € £ ima oblik

G(z,y) = Yu(lr —y|) +w(z,y), ye€Q, y#u, (4.97)
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4.4 Laplaceova jednadzZba

gdje je w(x,y) harmonijska funkcija po y na S, neprekidna na Q0 i vrijedi

G(z,y) =0, yenN. (4.98)

Funkcija w(z,y) ocigledno zadovoljava uvjet

w(z,y) = =Yz —y|), yeon.

Prema tome, za svako x € () funkcija w je rjesenje specijalnog Dirichletovog
problema:
Ayw(z,y) =0, yeQ, (4.99)

w(@,y) = —n(lz —yl), vy e (4.100)

Pomoéu Greenove funkcije mozemo rijesiti opéi Dirichletov problem.

Teorem 4.4.4. Za x € Q neka je w(zx,-) € C*(Q) rjesenje Dirichletovog problema
(4.99), (4.100) i neka je G deﬁmmna formulom (4.97). Tada za funkciju u €
C%(Q) wvrijedi integralna reprezentacija

/ y) dS, —/GmyAu() v, T e (4.101)

Dokaz. Pomoc¢u druge Greenove formule dobivamo

/ Au(y) w(z,y)dV, = /F(aggjy) w(z,y) — u(y)% w(%,y)) dS,,

ili

0= /F(aggjy) w(z,y) —u(y)% w(m,y)) ds, —/QAU(y)w(w,y) dvy.

Sabirajuéi tu jednakost sa reprezentacijom (4.92) i uzimajuéi u obzir (4.100),
dobivamo (4.101). O

Posljedica 4.4.4. Ako je u € C*(Q) rjesenje Dirichletovog problema
—Au=f u Q ¢ u=g na T, (4.102)

onda je

/ y) ds, +/ G(z,y)f(y) V. (4.103)

Reprezentacija (4.103) predstavlja reprezentaciju rjesenja problema (4.102)
(uz pretpostavku da taj problem ima dovoljno regularno rjesenje i da za oblast
Q postoji dovoljno regularna Greenova funkcija). Tim je rjesenje opceg Dirichle-
tovog problema (4.102) u oblasti £ svedeno na odredivanje Greenove funkcije te
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4.4 Laplaceova jednadzba

oblasti, tj. na rjesavanje specijalnog Dirichleovog problema (4.99)-(4.100). Valja
napomenuti da ta ¢injenica nema bitno prakti¢no znacenje, jer za proizvoljno €2
opéi i specijalni problem bitno se ne razlikuju. Ipak, ako je oblast 2 dovoljno
simetri¢na i ako joj se granice sastoje od dijelova hiperravnina i sfere (pravaca i
kruZnica za n = 2), Greenovu funkciju moZemo odrediti metodom zrcaljenja.

Primjer 4.4.3. Odrediti Greenovu funkciju za kuglu.

Slika 4.10: Greenova funkcija za kuglu.

Rjesenje. Neka je x* inverzna tacka u odnosu na sferu 9K (0, R)

R2

X :Wx,

(4.104)

primijetimo da z € K(0,R),  # 0, povladi z* ¢ K(0,R) i |x*] — oo, z — 0.
Metoda zrcaljena zasniva se na ovoj ¢injenici: za x # 0, z* ¢ 0K (0, R), funkcije
y—lz—yl,y—|z* —y|, y € IK(0, R) su proporcionalne. To slijedi iz sli¢nosti
trouglova Ozy i Oz*y: Oni imaju zajednicki ugao sa vrhom u O, a iz (4.104)
dobivamo

lz*| R
R |z
tj. proporcionalnost stranica koje zatvaraju taj ugao. Zato je
2" -yl _ R
[z —yl |zl
ili
-]

Za x # 0,y € OK(0, R), iz tog slijedi
onlle o) = v (5 1" = 1)
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ili
z *
Un(lz —yl) —%(R' |z —y> =0. (4.105)
S druge strane, za x € K(0,R), x # 0, vrijedi Aywn(% [z* —y|) = 0zay €

K(0,R) (jer x* ¢ K(0,R)). Uzimajuéi u obzir (4.97), (4.98), zaklju¢ujemo da je
lijeva strana od (4.105) predstavlja Greenovu funkciju za kuglu K (0, R):

G(z,y) = ¥n(lz —yl) —%('“TR' |2* —yl), z#0. (4.106)

Dalje, imamo

|33| * |37| 2 R 2 2 R 2
flad —_yl= R = —9 = .
7 lz* =y R 7] + [yl w) Ty
9 1/2
_ ( (1) ) ,

a to je dobro definirano i za x = 0. Prema tome, imamo

9 1/2
G(x,y)=wn(x—y|)—wn<<R2+(me') —2x-y> ) (4.107)

Funkcija (4.107) je simetri¢na i nenegativna:

G(z,y) = G(y, ),
G(z,y) >0,

1/2

zax,y € K(0,R), x # y. Moze se pokazati da to svojstvo ima i Greenova funkcija
za proizvoljnu oblast 2. ¢

Reprezentacija (4.101) za kuglu ima teorijsko znacenje. Vanjska normala na
0K (0, R) je v(y) = y/R, pa iz (4.107), uzimajuéi u obzir da je

, _ 1 1
1/%(7") - |Sn‘ ’I’n_]"
dobivamo
o R? — |x|2
- = K K . 4.1
5, C) = (g R oy © € KO, yeOKO.R).  (4108)

Zaista, koristeé¢i (4.106), imamo,

0 0 on 0 lzf,
- Glas) = il =) = v (e =),
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Kako je
0 1 =z —y
nllz —yl) = 5=
o, =g Ty
0 " m|x* ) = 1 R?z; — |zPy; LR%Z' — |z 2y
a5 "\ R vl = -

z n 2l — yln

za y € OK(x, R), to imamo
i 0

9 n

1 1 . |z|2y; — R%x;
Hwaw;%@ v R?

-1 R — |z
R|Su| |z —y[™
Funkcija (4.108) se zove Poissonovo jezgro; oznacavademo je sa K(x,y):

R2—|.I‘|2
K = K(O,R 0K (0,R).
@)= 5 Rp e © € KOR), yeoKOR)

Posljedica 4.4.5. Ako je u € C*(K(0,R)) i Au = 0 u K(0,R), onda vrijedi
reprezentacija (Poissonova formula)

u(z) = / K(z,y)u(y)dS,, xe€ K(0,R).
9K (0,R)

<

G(z,y)

|

Jezgro K ima ova svojstva
AK(z,y)=0 za z€ K(,R), yedK(0,R),
K(z,y) >0 za ze€K(0,R), y#uz,

(4.109)
/ K(z,y)dSy =1 za x€ K(0,R).
K (0,R)

Posljednje svojstvo slijedi iz (4.4.5) stavljajuéi u = 1.

Dokazat ¢emo da formula (4.4.5) daje rjesenje Dirichletovog problema (za
kuglu) klase C(K (0, R)). Jedinstvenost takvog rjesenja smo ve¢ dokazali.

Teorem 4.4.5. Neka je funkcija g neprekidna na OK (0, R). Tada funkcija

u@ = [ K gw)ds, (1110)
OK(0,R)
zadovoljava u kugli K (0, R) jednadzbu
Au =0, (4.111)
i za svako ' € OK (0, R) uvjet
lim, u(z) = g(2'), (z€ K(0,R)). (4.112)
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Dokaz. Jednakost (4.111) slijedi iz prve jednakosti u (4.109). Za € > 0 neka je
0 > 0takvo da y,2’ € 9K (0, R), |y — 2’| <  povladi |g(y) —g(2)| < €/2. Neka je
lg(y)| < C, (C > 0) za svako y € 0K (0, R). Koristeéi posljednje dvije jednakosti
u (4.109), za x € K(0, R), 2’ € 9K (0, R) dobivamo procjenu

() — g(a')] < / K(z,9)lg(y) — g(a')] dS,

ly—x’|<d

of L Kwols) -glds, @)

2 _ 2 d
ppcRil i
2 |S7l| R ly—a’|>6 |$ - y|n

<

Zaly—a'| > d 1|z —2'| < /2 imamo

v =yl =l =) = (=) = [l @' = ly = &/

—ly-a|-lo—a| 26— 5 =2
1 < 1
=yl = G2

Iz ovog i (4.113) slijedi

2 2
fule) — ()] < & 20T 12

2 G

pa za dovoljno malo §; > 0 i |z — 2’| < 41, drugi ¢élan na desnoj strani je manji
od /2, pa za |x — 2’| <min(4/2,4;) imamo |u(z) — g(z’)] < e. O

Primjedba 4.4.1. Iz gornjeg dokaza vidi se da je svojstvo (4.112) lokalno;
drugim rije¢ima, ako g ima prekide, rubni uvjet je zadovoljen u svakoj tacki
neprekidnosti funkcije ¢g. Zato ima smisla posmatrati Dirichletov problem ako je
g po dijelovima neprekidna funkcija. Funkcija (4.110) predstavlja tada generali-
zirano rjesenje.

Primjer 4.4.4. Neka je
Hf ={z=(z1,...,2,) ER" | 71 > 0}
gornji poluprostor, a
HY ={z=(21,...,2,) €ER" | 1 = 0}
razdvajajuca hiperravn. Preslikavanje
Ri(z) = (—x1,22,. .. ,Zp)

nazivamo zrcaljenjem u ravni HY.
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(a)

(b)

()

Princip refleksije za harmonijske funkcije. Neka je u € C2 (Hf‘) har-
monijska funkcija koja is¢ezava na HY. PokazZite da je funkcija v : R™ — R,
definirana refleksijom

o) = u(x), x1 >0,
| —u(Ri(z)), = <0,

harmonijska.

Greenova funkcija za poluprostor. Pokazite da je Greenova funkcija
za H;" data formulom

G(x,y) = ®(x —y) — P(Ryi(x) —y).

Greenova funkcija za poluloptu. Odredite Greenovu funkciju za polu-
loptu B™.

RjesSenje.

(a)

Pokazimo kako mozemo rijesiti (a). Mogli bismo pokusati direktno pokazati
da je funkcija v harmonijska. To je kada je x1 # 0, a potrebne izvode je
moguce izracunati i u tackama gdje je x1 = 0. Medutim, postoji opcenitija
metoda koja koristi jedinstvenost rjeSenja Dirichletovog problema na lopti.
Fiksirajmo proizvoljan poluprecnik r > 0 i posmatrajmo loptu B,.. Neka
je g = v|sp, restrikcija funkcije v na sferu dB,. Funkcija g je neprekidna,
posebno u tackama gdje je x1 = 0. Postoji jedinstveno rjesenje © Laplaceove
jednadzbe Av = 0 sa rubnim uvjetom 0|, = g. Primijetimo da je funkcija
—v o R; takoder rjesenje ove jednadzbe, pa zbog jedinstvenosti mora vri-
jediti & = —@ o Ry. Iz toga slijedi da © is¢ezava na skupu B, N HY. Sada
posmatrajmo funkeiju #—u. Ona je takoder harmonijska na skupu B,NH;",
a osim toga identi¢ki je jednaka nuli na granici (B, N H; ). Prema prin-
cipu maksimuma, funkcija ©® — v mora biti jednaka nuli na cijelom skupu
B. N Hfr Dakle, vrijedi ¥ = u na B, N Hf, a refleksijom dobivamo da je
¥ = v na cijeloj lopti B,. Kako je r > 0 bilo proizvoljno, pustanjem da r
raste zaklju¢ujemo da ova jednakost vrijedi u cijelom prostoru.

Neka je ® fundamentalno rjesenje Laplaceove jednadzbe, a G(x,y) Green-
ova funkcija za poluprostor H; . Sljedeéa svojstva trebaju da vrijede

(1) za svako z € H; funkcija G(z,y) — ®(z — y) je harmonijska funkcija
po varijabli y;
(2) za svako x € Hi vrijedi

lim G(z,y) =0.

] 0
y—H?Y
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Vidjeli smo da je u slucaju jedinicne lopte Greenova funkcija data kao
razlika fundamentalnog rjeSenja i njegovog zrcaljenja preko granice lopte.
Na taj nacin se ova dva ¢lana ponistavaju na granici i time se dobiva drugo
svojstvo. Imajuéi ovo u vidu, stvaimo da je

G(x,y) = ®(x —y) — ®(Ri(x) —y).

Prvo svojstvo je zadovoljeno jer funkcija ®(R;(x) — y) nije harmonijska
jedino u tacki y = Ry(z), a za x € H{" to se moze desiti samo ako je
y € H;. Da bismo pokazali drugo svojstvo, primijetimo da je funkcija
®(2) radijalno simetri¢na. Kako vrijedi

[1Ry(z) =yl = llz = Ra(y)ll,

za svako y € HY dobivamo
Gz, y) =2z —y) — 2(z — Ri(y)) = Bz —y) — P(z —y) = 0.
Time smo pokazali da je G Greenova funkcija za poluprostor H 1+ .

Da bismo govorili o Greenovoj funkciji za poluloptu, uvedimo sljedeéu oz-
naku za inverziju u sferi,
o(z) = |x| .

Znamo da je Greenova funkcija za loptu data formulom
Gpla,y) = 2(z —y) — (|2](e(z) - y)).

Sada, pretpostavljamo da se Greenova funkcija za poluloptu moze dobiti
refleksijom ovog izraza, odnosno

Gla,y) = @(z —y) — @(|2]((z) —y)) — 2(R(x) —y) + @ (|2[((R(z)) - y)).

Ako su z,y € BT, tada izrazi (z) —y, R(z) —y i |z|(«(R(x)) — y) nikada

nisu jednaki nuli, pa je funkcija G(z,y) — ®(2 — y) harmonijska. Granica

polulopte BT sastoji se iz dva dijela: B i 0BT N H*. Ako je y € B, tada

vrijedi

Gla,y) = @(z —y) — ©(|z|(e(z) — y)) — ®(z — R(y)) + (|z[(R(u(z)) — )
= 0(z —y) — ©(|z[(c(z) — ) — Tl —y) + 2(|z|(u(z) — y)) = 0.

S druge strane, ako je y € 0BT N HT, odnosno ako y leZi na hemisferiénom
dijelu granice, tada vrijedi

[lzl(e(@) = )| = llz =yl [[lel((R(2)) = y)|| = [R(z) - y]|-
Otuda slijedi

G(w,y) = [@(z—y)=2(j[((x)~y))] - [P(R(x) —y) =@ (|z|(«(R(x))~y))] = 0.
¢
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4.4.3 Harmonijske funkcije
Kao $to smo ve¢ rekli funkcija u je harmonijska na (ili u) otvorenom skupu
O CR", ako je u € C2(0) i Au=0u O.

Harmonijske funkcije imaju vaZne osobine. Navest ¢emo ovdje neke od njih,
ne ulazeéi u teoriju ovih funkcije, jer bi to izlazilo iz okvira ove knjige.

Na osnovu Teorema 4.4.3, za funkciju v € C%(Q) vrijedi integralna reprezentacija

B Ou(y) 0
) = [ (%52 vullo = al) = uts) g vl =) ) a5,
- [ sutwnle s av;. e

Ako je u € C?(Q) harmonijska funkcija tada je Au = 0 na Q pa je

o) = [ (2 vl o) - o) ge vlle —ab) ) ds, (4119

Sada ¢emo navesti interesantan teorem o srednjoj vrijednosti, koji tvrdi da je
srednja vrijednost harmonijske funkcije na sferi jednaka njenoj vrijednsoti u cen-
tru sfere. MozZe se pokazati da ako neka neprekidna funkcija ima svojstvo srednje
vrijednosti, onda ona mora biti harmonijska. To je obrat teorema o srednjoj
vrijednosti.

Teorem 4.4.6. Neka je Q2 C R™ otvoren skup. Ako je funkcija u harmonijska na
Q, onda za svako x € Q i za svaku kuglu K(x, R) C Q vrijede formule (svojstva
srednje vrijednosti):

1
= ds,, 4.11
) = gy o w0y (4.115)
ul(z) n u(y)dv,. (4.116)

B Rn|5n| K(z,R)

Dokaz. Na osnovu (4.114), za @ = K(z, R) imamo da je

_ 0uY) o e — ol — w2 o (o —
wo) = [ (5 =) =) 5 vl =) ) S,

Identi¢no kao u dokazu Teorema 4.4.3 imamo da je prvi ¢lan u gornjem integralu
jednak nuli. Kako je spoljasnja normala na OR(x, R) data sa

y—l'
14 = s
(v) 2]
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4.4 Laplaceova jednadzZba

to je
B
gwn(lw—y\)=grady¢n(\x—y|)-V(y)
1 1 1
= —(x — . — X
AT A rar
__ .t r
|Sp| |z —yn=t
Odavde je

0
we) = [ g vl =) s,
1 1

EN oK (z,R) 1T — Y"1
1

= u(y)dS,,
|y R /BK(I,R) ()5,

pa vidimo da vrijedi formula (4.115). Ako je 0 < r < R, na osnovu recenog
dobivamo da je

1
7"”_1|Sn| OK (z,r)

u(zx) = u(y)dSy.

n—1

Mnozeéi ovo sa r i integriranjem po r dobivamo

R 1 (R
/ " lu(x)dr = / dr/ u(y)dSy.
0 |Sn‘ 0 OK (x,r)

Kako je
R
/ dr/ u(y)dSy = / u(y)dV,
0 OK (z,r) K(z,r)
i R
/ " lu(z)dr = R—u(x),
0 n
dobivamo formulu 4.116. O

Teorem 4.4.7. Ako je u harmonijska funkcija na otvorenom slupu © C R™ ¢
razlicita od konstante, onda ona na skupu € nema ekstrem.

Dokaz. Ako funkcija u prima u nekoj tacki minimum, onda funkcija (—u) prima
u toj tacki maksimum. Zato je dovoljno posmatrati slucaj maksimuma. Neka je

M = supu(z) € R,
e
Qu ={z € Q:u(x) =M}
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4.4 Laplaceova jednadzba

Pretpostavimo da je €2j; neprazan skup. Zbog neprekidnosti funkcije u, skup
Qar je zatvoren u Q. Ako niz %) € Q,; tezi tacki (%) € Q, onda je

u(z®) = lim u(z®) = M,

k— o0

pa (9 € Qu. Neka z € Qy i K(z,R) C Q. Na osnovu teorema o srednjoj
vrijednosti za harmonijsku funkciju M — u vrijedi

n

Kako je M > u(y) to je M = u(y) za svako y € K(z, R), odakle imamo da je
K(xz,R) C Q. Dakle, Qs je i otvoren skup, pa je Qp = Q. To znadi da je u
konstantna, $to je suprotno pretpostavci, pa zakljucujemo da je 2, prazan skup.
O

Posljedica ovog teorema je sljede¢i princip maksimuma.

Teorem 4.4.8 (Princip maksimuma). Ako je funkcija u € C?(Q) NC(Q) har-
monijska u oblasti Q, ona svoje ekstreme prima na I' = 08); drugim rijecima, za
svako x € Q) vrijedi

mFinu <u(z) < mlgx u.

4.4.4 Fourierova metoda

Rijesimo prvo sljedeti zadatak.

Primjer 4.4.5. Odrediti formalno rjesenje ovog Dirichletovog problema za pravougaonik
P =(0,a) x (0,b):

Pu 0%*u
a7 * 37 =0 (4.117)
w(0,y) = u(x,b) =ul(a,y) =0 za 0<z<a, 0<y<b, (4.118)
u(z,0) = f(z), 0<zx<a. (4.119)

Rjesenje. Odredimo rjesenja jednadzbe (4.117) koja su separiranog oblika
u(z,y) = X(x)Y (y).

dobivamo
X"(x)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0,
ili

X(x) Yy

X"x) __Y'(y)

:—)\7
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4.4 Laplaceova jednadzZba

gdje je A = const. Imamo jednadzbe

X"+ AX =0, (4.120)
Y —\Y =0. (4.121)
Rubni uvjeti (4.118) daju
X(0) = X(a) = (4.122)
Y (b) = 0. (4.123)

Svojstvene vrijednosti problema (4.120), (4.122) su A, = (nw/a)?, a svo-

jstvene funkcije
nw

Xp(x) =sin —.
(z) =sin .
Svako rjeSenje problema (4.121), (4.123) (za A = \,,) je oblika
bh—
Y, (y) = A, sinh M,
a
gdje je A, konstanta. Rjesenje postavljenog problema trazimo u obliku

= i Xn(2)Y, Z A, sin 2% sinh 2 (b y) (4.124)

Uvjet (4.119) daje

(o)
nmwx nwb
= A, sin — sinh —.
f(z) nE:I sin —— sinh —

Iz tog slijedi da je A, sinh(nmb/a) Fourierov koeficijent funkcije f, razvijene
po sinusima. Prema tome je

A, = —_ d 4.125
a sinh 2%° "’Tb / f sm ( )

Formalno rjesenje je dato formulama (4.124) i (4.125). Stavimo da je

2 a
= f/ f(z)sin nre dx.
a 0 a

tad (4.124) moZemo napisati u obliku

S
n=1

. b
sinh M nwx

T sin Pt (4.126)
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4.4 Laplaceova jednadzba

Slika 4.11: Grafik gustine i grafik funkcije u = u(z,y), z € [0,2],y € [0,2] iz
Primjera 4.4.5 za f(z) = sin®(x).

Sada ¢emo dokazati teorem koji govori o konvergenciji formalnog rjesenja.

Teorem 4.4.9. Neka je f(x) neprekidna diferencijabilna funkcija na [0, a] i f(z)
po dijelovima neprekidna i f(0) = f(a) = 0. Tada, red (4.126) predstavlja jedin-
stveno rjesenje u(x, y) problema (4.119). Funkcija u(z,y) zajedno sa parcijal-

nim tzvodima _u ) a—, data redom (4.126), je neprekidna na pravougaoniku
0%u . 0%u . .
0<xz<a, 0<y<b, dok su funkcije 922 i — RYE neprekidne na pravougaoniku

0<z<a, 0<y<b.

Dokaz. Jedinstvenost rjesenja je ve¢ pokazana za Dirichletov problem. Do-
voljno je pokazati da je funkcija u(x,y) data sa (4.126) rjeSenje. Na osnovu
pretpostavke o funkciji f iz teorije Fourierovih redova znamo da je

u(z,0) ZA* sin@

i da ovaj red konvergira uniformno po x. Posmatrajmo sada funkciju

inh (=)

sin

Baly) = sinh ”T’Tb

Jasno jedaje 0 < R,(y) < 1zasvakoniO <y <D, tj. ove funkcije su uniformno
ograniCene. Tvrdimo da je za 0 < y < b niz funkcija {R,,(y)} nerastu¢i. Ovo je
ocigledno ta¢no ako je y = 01ili y = b, a za 0 < y < b dovoljno je dokazati da je
funkcija

sinh ¢s

S(s) =

sinh ps
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4.4 Laplaceova jednadzZba

gdje je p > g > 0 opadajuca funkcija za s > 0. Kako je

25" (z) sinh? ps = 2¢ sinh ps cosh gs — 2psinh ¢s cosh ps
= —(p— q)sinh(p + q)s + (p + ¢) sinh(p — ¢)s
P ) {sinh(p—k q)s  sinh(p —q)s

ptq P—q
:4097q5§§Kp+@%>%p7®%]inif
v (2n+ 1)V

to imamo da je S’(s) < 0 pa je S(s) opadajuca funkcija za s > 0. Kako Fourierov
red po sinusima funkcije f(x) uniformno konvergira na osnovu Abelovog testa za
uniformnu konvergenciju, dobivamo da red na desnoj strani od (4.126) kovergira
uniformno ka funkeiji u(z, y) u odnosu na z i y na pravougaoniku 0 < z < a, 0 <
y < b, pri ¢emu je u(z,y) neprekidna funkcija.

Iz teorije Fourierovih redova, na osnovu pretpostavke o funkciji f/(z), imamo
da Fourierov red po kosinusima

= nm nmwx
E Al — cos —
a a
n=1
dobiven formalnim diferenciranjem reda po sinusima u razvoju funkcije f(z),
konvergira uniformno za 0 < z < a ka f’(z). Na osnovu Abelovog teorema o

uniformnoj konvergenciji dobivamo da red

. b—
o0 n sinh =Y nrx
A* a
Ny by D) cos —
S I

n=1

konvergira uniformno ka u,(x,y) na zatvorenom pravougaoniku 0 < z < a, 0 <
y < b. Kako je to red neprekidnih funkcija, to je i funkcija u,(x,y) neprekidna
funkcija na tom pravougaoniku.

Kako je f(z) neprekidno diferencijabilna funkcija i f”/(z) po dijelovima neprekidna,

to red
> nm\2 . nmx
S () s
a a
n=1
koji se dobije dva puta diferenciranjem ¢lan po ¢lan po x reda

flx) = ZA:sin nre
n=1

a

konvergira apsolutno i uniformno za 0 < z < a. Na osnovu Besselove nejednakosti
primjenjene na funkciju f”(x) znamo da je

< | p2)?
>4 ()

n=1
318
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4.4 Laplaceova jednadzba

Kako je prema Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti

2 2|2
km km
Al — Ar | —
za svako n, to je {p,} ogranifen niz, pa kako je i monotono rastuéi, to je on i
konvergentan, tj.

n

=y

k=1

1 n
P>

=1

0 2
> i | <o
a
k=1
odakle slijedi da je
| L kT
> || <o

pa je dati numericki red konvergentan.

Na osnovu Weierstrassovog testa apsolutne i uniformne konvergencije imamo

da red

> nm nmwT

E AZ* sin —
a a

n=1

konvergira apsolutno i uniformno za 0 < z < a.

Stavimo da je

— cosh @
o) = = mst

Sli¢no kao za R, (y) moZe se pokazati da je R, (y) nerastudi niz za 0 <y < b. Iz
¢injenice da je
=2 1 9
n(y) = m + R.(y),
imamo da je R, (y) uniformno ograni¢en niz. Na osnovu Abelovog testa uniformne
konvergencije red

e} nm(b—
« N COSh 7((1 y) . nmTx
— E AL ————%—sin
a  sinh 222 a
n=1 a

konvergira uniformno ka u,(z, y) na zatvorenom pravougaoniku 0 <z <a, 0 <
y < b. Kako je to red neprekidnih funkcija, to je i funkecija u,(x,y) neprekidna
funkcija na tom pravougaoniku.

Konaéno, kako je |AX| < C, i kako za 0 < y < b vrijedi

b - 1 nre- b 1 ar
SinhM < 76#7 sinh "m0 > Zetit (1 _ e—2rrb/a) ,
a 2 a 2
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to ¢lanovi reda koji se dobije diferenciranjem dva puta reda (4.126) po x i y ¢lan
po ¢lan, su po apsolutnoj vrijednosti manji od

a e b (1 — e~2mb/a) N a (1 —e—2nb/a)’

Na osnovu D’Alembertovog testa imamo da red

— a (1 _ e—27rb/a)

konvergira za 0 < yo < b, pa red koji se dobije diferenciranjem dva puta reda
(4.126) po x i y, ¢lan po ¢lan, uniformno konvergira ka funkcijama wu..(x,y)
i uyy(z,y) za 0 < o < a, 0 <y < b, koje su takoder neprekidne na tom
pravougaoniku. O

Primjer 4.4.6. Odrediti formalno rjesenje sljedeéeg Dirichletovog problema
Pu O
ox2 = Oy?

u(sc,()) :f($)7 u(:c,b) :g(x), (S [O’Q]v
u(0,y) = h(y), ula,y) =k(y), yelo0,bl.

207 IE(O,(I), yE(O,b),

RjeSenje. Ovaj problem mozemo razbiti na cetiri potproblema istog tipa kao
u prethodnom zadatku, pri ¢emo u svakom od tih potproblema zadrzimo jedan
rubni uvjet, a ostale postavimo na nulu. Na taj nac¢in ¢emo dobiti ¢etiri funkcije
Ciji zbir ¢e biti rjesenje navedenog mjesovitog problema, tj.

- b—
y) = ZAnsin U inh n(b—y) + B, smﬂ& h@
a a

PO b in ™™ g

+ C), sin ? sinh 5 5 5

gdje su konstante A,, B,, C, i D,, definirane sa

2 a
An = ﬁ/ f(l') sin @dfﬂ,
asinh =72 /g a
Bn - I, nrb nTrb / bln 7d33‘
a sin

Cn = bsmh nra / ) sin —dy,
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bsmh i / k(y) sin —dy

::I
!

0.0k
00 05 10 15 20 25 30

x

Slika 4.12: Grafik gustine i grafik funkcije v = u(z,y), € [0,7],y € [0, 7] iz
Primjera 4.4.6 za f(x) =sinz, g(z) = e=3" h(y) = cos’y i k(y) = 1.
¢
Primjer 4.4.7. Naci formalno rjeSenje sljedeéeg Neumannovog problema
Pu  0%u
922 + 2 =0, z€(0,a), ye(0,b),
0 0
6—Z(x,0) = f(x), a—;‘(:c,b) —0, w€l0,a,
ou

ou
a(ovy)_07 a—x(a,y)—O, ye [Oab]

Rjesenje. Ako pretpostavimo da je rjeSenje oblika u(z,y) = X (2)Y (y), tada
na osnovu datih rubnih uvjeta imamo

X'(0) = X'(a) =Y'(b) =0,
pa se jednostavno vidi da X, i Y,, postaju

Xn(z) = cos ?, Y. (y) = A, cosh @,

gdje je A, konstanta. RjeSenje postavljenog problema trazimo u obliku linearne
kombinacije

- na(b—y)
Z Z A, cos cosh . .

n=1
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Kako je
fz) = au i A, cos e sinh nﬂ'b
— a a

slijedi da je —A, ™" sinh ”T”b Fourierov koeficijent funkcije f, razvijene po kosi-
nusima. Prema tome je

3.0

25

20

0.5

0.0
00 05 10 15 20 25 30

%

Slika 4.13: Grafik gustine i grafik funkcije v = u(x,y), € [0,7],y € [0,7] iz
Primjera 4.4.7 za f(x) = x2.

Primjer 4.4.8. Neka je dat sljedec¢i Dirichletov problem:

Pu  0%u  O%u
@—’_6_?;2—}_@_0’ z € (0,a), ye€(0,b), 2€(0,0),
u(z,y,0) = f(z,y),u(z,y,c) = g(z,y), x€[0,a], yel0,b],
U(O,yaz) = u(a7y7 Z) =0, ye [O’b]v z e [0’0]7

u(z,0,z) = u(z,b,2) =0, x€l0,a], ze€]l0,c.

Rjesenje. Odredimo rjesenja u obliku proizvoda u(z,y,z) = X ()Y (v)Z(z).
Laplaceova jednadzba za funkciju u(z, z) = X(2)Y (y)Z(z) postaje

x Ty tz =%
odakle je
X/I
— = 4.12
X 1 ( 7)
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=\, (4.128)

= A1 — Ao (4.129)

To povlaci da je \; = — (”7”)27 al =— (%)27 za neke prirodne brojeve m i n,

pa su rjeSenja jednadzbe (4.127) oblika

Xn(z) = sin @,
a

a rjesSenja jednadzbe (4.128) oblika

mmnx

Y. = si
(y) = sin ™7

Prema tome, rjesenja jednadzbe (4.129) su oblika

Znm(z) = !

— m (anym sinh ((c —2) )\n,m) + by, m sinh (z )\n_’m)) ,

= () + (5

Formalno rjesenje je onda dato sa

u(z,y, 2) = i v (an’m sinh ((c — Z)M)

< sinh(cy/Anm)
—+by,,m sinh (z\/)\mm)) sin nre sin m;r:v.
a

1z
f(a?,y) :’LL(.’I?,y,O) = anmsulﬂSl m;rx7
n,m
g(z,y) = u(z,y,c) = Z by m sin ? sin m;rx’

n,m

slijedi da su ay,m, i by,m Fourierovi koeficijenti funkcija f i g.
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Slika 4.14: Grafik funkcije v = wu(z,y,2), ¢ € [0,1],y € [0,1],z € [0,1], iz
Primjera 4.4.8 za f(z,y) = sinwzcosmy i g(z,y) = e~ ="

¢

Razmotrimo sada Dirichletov problem u polarnim koordinatama. Posmatra-
jmo smjene z = rcosf, y = rsinf. Ako je funkcija U(r,#) definirana sa

U(r,0) = u(z,y),

onda ¢emo imati

8_U —cosOa—u ~|—sin0@
or Ox oy’
8—U = —rsinﬁa—u +rcos0%
0 Oz oy’
02U 5, 0%u ) Pu ., 0%
5z = cos 0@+2sm0cosﬁaxay + sin 98_y2’
?U 5, . 5, 0% 5 . 0%u
W_T sin 0@—27” smOcosGaxay

0%u Ou
2 207U Jgu . ,0U
+ r“ cos 08y2 rcos@ax rsm@ay.
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Tada,
T7262U + U = U + U — ! 0030@ — ! sinﬂ@
002 orz  0x2  Oy? Ox Oy
00U Al 02U . 10U
T 022 9y? or’
Dakle,
827(]_’_827[]—0@ _2827(]_"_&_’_7”_167[]_0
ox2 oy 002 Or? or
Dirichletov problem u polarnim koordinatama postaje onda
2827U+£+7"716—U*0 rr<r<r
962 " or2 o ! >

Ulre,0) = £(0), f(6 +2m) = f(0),
U(ry,0) = g(0),9(0 + 2m) = g(0).

Ako je funkcija U(r, ) oblika U(r,0) = R(r)T(0), prethodna jednadzba postaje

R"(r)T(0) + 7 *R'(r)T(0) + r2R(r)T"(#) = 0

R'(r) G R(r) ,T"(0) _
= R(r) +rt o) +r 2T(0) =0
LR R 1)

R(r) = R(r)  T(9)

Na osnovu rubnih uvjeta funkcija T(0) je 2w-periodiéna, a to je samo moguée
ako je A > 0 i v/\ cijeli broj. Time, za A > 0, dobivamo niz rjesenja

T,.(0) = a, cosnb + b, sinnf,n € N,
a za funkciju R(r) imat ¢emo jednadzbu
r?R"(r) + rR'(r) = n*R(r).
To je Eulerova jednadzba ¢ija su rjesenja data u obliku
R.(r) =cpr™ +dpr " ,n eN.

Ako je A =0, onda je lako vidjeti da je T'(0) konstantna funkcija i da je funkcija
R(r) oblika R(r) = aglogr + by.

Tada rjesenje mozemo napisati kao

= Z(Anrn + Bpr~ ") cosnd + (Cpr™ 4+ Dypr~ ") sinné + ag log r + bo.
n=1

(4.130)
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Primjer 4.4.9. Rijesiti Dirichletov problem

_,0%U N 02U N U
a0z a2 T or
U(1,0) =3+ 4cos26,

U(2,0) =5sin6,U(r,0 + 27) = U(r,0).

=0,1<r<2,

Rjesenje. Primjenom identiteta (4.130) lako je vidjeti da je by = 3. Iz
(oo}
3+4cos20=U(1,0) = Z(A" + B,)cosnd + (C, + Dy,,) sinnf + 3,
n=1
slijedi da je C,, + D, = 0, za svaki n, A, + B, = 0 za svaki n # 2 a da je
Ay + By = 4.

Sada iz

5sin6 =U(2,0) = Y _(An2"+B,27") cosnf+(Cp2"+Dy2™ ") sinnb+ag log 2+3,
n=1

slijedi da je ag = —%, Ap2" 4+ Bp27™" =0, za svaki n, C,,2" + D,27" =0 za

svaki n # 1, a da je C12 + D127 ! = 5. Time, dobivamo da je A, = B,, = 0 za

4 4 10
svakin;é2,0n:Dn:0zasvakin7é1,A2:—E,B2:1—5,01:—D1:?.
Odavde imamo da je

4, 64, 1010 _,\ .
U(T,Q)—( T +15r )00529+(3r 3" >sm9 1Og210g7°—l—3

- (6), 4 cos(2 6) + 3}
’ 2 cos(8), 2 sin(8), 5 sin(8)}
Slika 4.15: Grafik funkcije U = U(r,0), 1 <7 < 2,0 < 0 < 27 iz Primjera 4.4.9.
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4.5 Jednadzba provodenja toplote

U ovom dijelu ¢emo proucavati jednostavnu paraboli¢nu jednadzbu, a to je jed-
nadzba provodenja toplote, koja odrazava bitne osobine paraboli¢nih jednadzbi:
princip maksimuma i povec¢anje glatkosti rjeSenja u odnosu na glatkost pocetnog
uvjeta. Razmotrit ¢emo pocetne i rubne probleme vezane za ovu jednadzbu.

4.5.1 Pocetni i rubni uvjeti

Jednadzbu oblika 5

a—? = kAu+ f, (4.131)
ukojojje k > 0, gdjejet > 0,z € Q, Q2 C R™, n > 1 oblast, nazivamo jednadzbom
provodenja toplote. Ako je f = 0 onda jednadzbu (4.131) nazivamo homogenom
jednadzbom provodenja toplote. Ovdje je funkcija u : Q x [0,00) — R, u = u(z,t)
nepoznata, a funkcija f :  x [0,00) — R je data. Proucava¢emo njeno rjesenje
u oblasti @ = Q x (0, 00), koje zadovoljava zadani rubni uvjet i zadane pocetne
uvjete.

Dirichletov, odnosno Neumannov, rubni uvjet sastoji se u nalazenju rjesenja
jednadzbe (4.131) koje zadovoljava uvjet

u=g na YL =Tx(0,00),

odnosno 9
a—:j:h na %, (4.132)

gdje su g i h zadane funkcije na 3 a T' = 99 i Ou/Jv izvod po vanjskoj normali
v na Y. Pocetni uvjet sastoji se u zadavanju temperature u trenutku ¢ = 0:

u(+,0) = up,
gdje je ug zadana funkcija na 2.

Odredivanje rjesenja jednadzbe provodenja koje zadovoljava neke od rubnih
uvjeta zove se rubni problem (Dirichleov, Neumannov, itd.). Odredivanje rjesenja
jednadzbe provodenja u oblasti €2, koje zadovoljava zadani rubni uvjet i zadani
pocetni uvjet, zove se pocetno-rubni problem. Ako jednadzbu posmatramo u
R™ x (0, 00), zadaju se samo pocetni uvjeti na R™, pa imamo pocetni ili Cauchyev
problem.

Za zadane funkcije f, g, h 1 ug pretpostavljamo da su neprekidne (i eventu-
alno dovoljno glatke), a u slu¢aju pocetnog problema za f i ug pretpostavljamo
i ograni¢enost. RjeSenja pocetno-rubnog problema trazimo u klasi C(Q) N C(Q)
u sluéaju Dirichleovog uvjeta, odnosno u klasi C2(Q) N C*(Q) u sluéaju Neuman-

novog uvjeta. Za egzistenciju rjesenja potrebni su uvjeti kompatibilnosti

ug(xz) = g(x,0), za z €T

327



4.5 Jednadzba provodenja toplote

u sluc¢aju Dirichletovog uvjeta, i

5‘u0 -
E(I) =h(z,0) za z€l

u sluéaju Neumannovog uvjeta. Ako rjeSenje trazimo u klasi C?(@), za Dirichletov
slucaj potreban je i uvjet

99

ot (x,0) — kAug(z) = f(x,0) za x€T.

Pokazuje se da su uvjeti kompatiblnosti i dovoljni za egzistenciju odgovarajuéih
rjeSenja. RjeSsenje Cauchyevog problema trazimo u klasi ogranicenih funkcija iz
C%(R™ x (0,00)) NC(R™ x [0,00)). Opisana rjeSenja nazivamo klasi¢nim.

Teorem 4.5.1. Pocetno-rubni problem ima najvise jedno rjesenje u klasi C*(Q).

Dokaz. Neka su uj i us rjesenja i w = u; — uz. Tada je

ow

5 EAw=0 u Q, (4.133)

w=0 na X odnosno g—w =0 na X, (4.134)
v

w=0 na Qx{0}. (4.135)

1z (4.133) za svako t € (0, 00) slijedi

1d 5
—— [ wi(z,t)dV =k | Aw(z,t)w(x,t)dV,
ili nakon primjene Posljedice 4.4.2, te uvazavajuéi uvjet (4.134),

1d

1d wQ(J;,t)dV—i—k;/ | grad w(z, )2 dV = 0.

Nakon integracije te jednakosti po intervalu (0,7), te uvazavajuéi uvjet (4.135),
dobivamo

1 T
*/’LU2(1‘,T)dV—|-k// | grad w(z,t)|* dt dV = 0.
2 Ja o Jo

Iz ovog slijedi da je w(-,7) =0 za svako 7 € R, tj. w =0, u3 = us u Q. O

4.5.2 Princip maksimuma

Pokazat ¢emo da i za jednadzbu provodenja kao i za Laplaceovu jednadzbu vrijedi
princip maksimuma. Neka je T' > 0, Qr = Q x (0,7) i ¥p =T x (0,7). Skup
Pr = (Q x {0}) UXyp zove se paraboli¢na granica cilindra Qr (ili Q7).
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Teorem 4.5.2 (Princip maksimuma). Ako funkcija u € C*(Q) N C(Q) zadovol-
java u cilindru QQ homogenu jednadzbu

ou
o~ kdu=0, (4.136)

onda ona za svako T svoj ekstrem na cilindru Qp prima na parabolicnoj granici
Pr tog cilindra.

Dokaz. Dovoljno je tvrdenje dokazati u slucaju maksimuma. Neka je

maxu = M, maxu=m. (4.137)
Qr Pr

Tada je m < M. Pretpostavimo da je m < M, tj. da funkcija u svoj maksimum
na Qp ne prima na Pr. Neka je (z(?),¢©) € Qp \ Pr, u(z(®,t®) = M i

M—-—m

v(z, t) = u(z,t) + (O — ).

Za (z,t) € Pp imamo t(©) —t < T, u(x,t) < m, pa vrijedi

M — M
v(z,t) <m+ 2m: ;—m<M.

S druge strane je
v(z@ 1) = M.
Iz tog slijedi da funkcija v svoj maksimum na Q4 ne prima na Pr. Prema tome,
ako je
(x(1)7t(1)) c @T, max v = v(x(l), t(l)),
T

onda je -
(@,tW) € Q@ \ Pr=Qr U (2 x {T}).
Ako je (™M tM) € Qr, onda je
v v
TV )y = GV )y =
at(x 9 =0 awi(x ,t9) =0,
0%v

&Ti

(4.138)
Sty <0, i=1,..n,

a ako je (z(M,tM)) € Q x {T'}, onda je

ov ov

0v ) sy > 0. 9V 0 4y
@t 20, @, o,
gx';’( W Wy <0, i=1,..,n.
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U oba sluc¢aja dobivamo

ot -
S druge strane, iz (4.132), slijedi

(81} - kAv) (2, M) = M om <0,

<6U - k:Av) (W tMy > 0.

ot 2T

sto je u kontradikciji sa (4.135). Pa prema tome, pretpostavka m < M je kon-
tradiktorna, pa je m = M. O

Posljedica 4.5.1. Pocetno-rubni problem sa Dirichletovim rubnim uvjetima ima
nagvise jedno rjesenje u klasi C*(Q) NC(Q).

Dokaz. Neka su up i ug rjeSenja i w = u; — uy. Funkcija w zadovoljava ho-
mogenu jednadzbu, homogeni rubni i homogeni pocetni uvjet. Prema Teoremu
4.5.2, za svako T funkcija w svoje ekstreme na Q; prima na Pr. Zbog uvjeta
w = 0 na Pr zakljuCujemo da je w =0 u Qr, tj. u; = us u Q. O

Primjedba 4.5.1. Iz Teorema 4.5.2 slijedi korektnost poc¢etno-rubnog problema
za homogenu jednadzbu sa Dirichletovim uvjetima: za svako T' > 0 rjesenje u
zadovoljava nejednakost

max |u| < max{max |ug|, max|g|}.
E 2 pa:

Teorem 4.5.3. Pocetni problem ima najvise jedno (ograniceno) rjesenje u €
CE(R"™ x (0,00)) NC(R™ x [0, 00)).

Dokaz. Neka su uy, ug rjeSenja, C pozitivan broj i |uq (z,t)| < C, Jus(z,t)| < C
a (z,t) € R"x[0,00). Tada je funkcija w = u; —us rjeSenje homogenog problema
ow

akaw:OuR”x(O,oo),

w(-,0) = 0 na R,
i vrijedi
lw(z, )| <2C za (z,t) € R" x [0, 00).
Nekaje R>0,Kr={z € R": |z| < R}, Qr = Krx(0,00), g = 0K x (0, 0)
i
4nC [ |z|?
UR(x,t) = ]%2(2” + kt ).
Funkcija vg zadovoljava homogenu jednadzbu u R™ x (0, c0):

(%R
L kAvg =0.
8t VR 0
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Dalje imamo

2Cz|?
R2

vr(z,t) > 2C za (x,t) € XR.

vr(z,0) = >0zaxeR",
Iz (4.136) i (4.137) zaklju¢ujemo da je
vr > |w| na (Kr x {0}) UXg.
1z tog slijedi
vR+w >0, vgp—w>0na(Kgrx{0})UXg.
Za T > 0 stavljamo

Qrr =Kgrx(0,T), Xpr=0Kgx(0,T),
PR,T = (KR X {O}) UER,T.

Funkcije vg +w i vg — w pripadaju klasi C?(Qp) i zadovoljavaju u Qg ho-
mogenu jednadzbu provodenja. Iz (4.138) slijedi da su minimalne vrijednosti tih
funkcija na paraboli¢noj granici Pg r cilindra Q) g, nenegativne. Prema Teoremu
4.5.2 zakljuCujemo da je

vp+w >0, wvgp—w2>0naQgrr,
ili
lw| <vr u Qg1
Neka je (z,t) € R™ x (0,00), Ry i T pozitivni brojevi, (z,t) € Qgr,,r. Tada je

|w(z,t)] <vg(x,T) za R > Ro,

4nC [ |z|?
Uzimajuéi u toj nejednakosti limes za R — 0o, dobivamo w(z,t) = 0, tj. u(x,t) =
UQ(I', t) O

Primjer 4.5.1. Razmatramo zZeljeznu Sipku duzine 50 cm, sa specificnom toplo-
tom ¢ = 0.437 J/(g K), gustoéom p = 7.88 g/cm3 i toplotnom provodljivoséu
k = 0.836 W/(cm K). Pretpostavljamo da je Sipka izolirana osim na krajevima i
da joj je (nekako) zadana pocetna temperatura

Y(w) =5~ £l — 25,

gdje je ¥(x) data u stepenima Celzijusa. Konaéno, pretpostavljamo da su u
trenutku ¢ = 0 krajevi Sipke uronjeni u ledenu kupku (0°C).

331



4.5 Jednadzba provodenja toplote

RjeSenje. Moramo rijesiti sljede¢i pocetno-rubni problem

ou 0%u
pcﬁ 82—0, 0<ax<ho, t>0,
u(z,0) = (x), 0 <z < 50,
u(0,t) =0, t >0,
u(50,t) =0, t > 0.
RjeSenje trazimo u obliku
> nwx
)= ST, (1) si (—) 4.139
ICURDILICENC (4139)

Primijetimo da rjeSenje (4.139) zadovoljava rubne uvjete u(0,t) = u(50,t) = 0.
Uvrstavanjem (4.139) u polaznu jednadzbu dobivamo

chT,’L(t) sin(—) — /{ZT 502 sin(%) =0,
n=1

odnosno - )
, knAm _nmry
nz::l (chn(t) + 0 Tn(t)) sm(K) =0.

Buduéi da su funkcije 5111("5’6“3) linearno nezavisne, izjednacavanjem koeficijenata
uz svaku od njih dobivamo diferencijalne jednadzbe

I{n271'2

502
Pocetni uvjet u(z,0) = ¢(z) daje

ZT sm(mmj)7

pa razvijanjem 1 u Fourierov sinusni red na intervalu (0, 50) dobivamo

peT,, () + T.(t)=0, n=123,....

2 50

50 P(x) sin(%) dx.

1
Za(xz)=5— g|x — 25| direktnim rac¢unanjem slijedi

Ta(0) = bn =

40 . /nmw
bnzﬂ_ansm(Q), n=123,....
Dakle, za svaki n dobivamo Cauchyjev problem prvog reda
2,2
, KN m
peTn() + =5 Tnlt) = 0. (4.140)
T,.(0) = b,.
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Opce rjesenje jednadzbe (4.140) je

T,(t) = Ce 1,

gdje je A, = ’;822; Iz pocetnog uvjeta T, (0) = b, slijedi C = b,,, pa je
40 . /nm _ nn2x?
TMO=;Zﬁm(§je 207 !, (4.141)

Uvrstavanjem (4.141) u (4.139) dobivamo rjeSenje pocetno-rubnog problema:

. 40 _sn222, nmw nmT
1) = 507he -Ci)-(44>_ 4142
u(z,t) ; 53 ¢ sin{ - ) sin{ ~—5 ( )

RjeSenje (4.142) se moze aproksimirati parcijalnim sumama reda (koje koristimo
za prakti¢no crtanje)

N 40  _snZa2, nm nmwr
un(z,t) = ; =3¢ 50%pe sin(7> sin(ﬁ> .

Na slici 4.16 prikazane su “snimke” funkcije u(z, t) u vremenima t = 0, ¢t = 20, ¢t =
60 i t = 300 sekundi, tj., prikazujemo grafike funkcija u(zx,0), u(x,20), u(zx, 60)
i u(x,300). Prvih deset ¢lanova Fourierovog reda koriSteno je za konstruisanje
navedenih krivih.

temperatura

[ — ulx,0)

— u(x,20)

i o — — ux60)
’ — ulx300)

L L L x
10 20 30 40 50

Slika 4.16: RjeSenje u(z,t) iz Primjera 4.5.1 u vremenima 0, 20, 60 i 300 (sekundi).
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4.5.3 Poissonova formula

U ovoj tacki opisujemo rjesenje pocetnog problema

% — kAu =0 na R" x (0, 00), (4.143)

u(-,0) = up u R". (4.144)

Teorem 4.5.4. Neka je ug € C(R™) ogranicena funkcija. Tada je rjesenje
pocetnog problema (4.143), (4.144) dato Poissonovom formulom

u(z,t) = . Gz, &, t)up(§) dV, (z,t) € R™ x (0,00), (4.145)

gdje je

Gla,&,t) =

Dokaz. Moze se pokazati da za svako £ € R™ funkcija G zadovoljava homogenu
jednadzbu®

oG n

5 EAG =0 uR" x (0, 00). (4.146)
Neka su C, Ry, T i R pozitivni brojevi i |ug] < C' u R™, R > 2Ry. Koristedi
oznake iz Teorema 4.5.3, iz (2,t) € Qg, r i |¢| > R imamo

R
Ro< BBl ooz ez g - o> L

|z—g|2 112

e At < e 16KT |
pa vrijedi

£l

z—g|2 2 oo 2
‘/ ewuo(f)dv‘ <Cc | e dV:C|Sn|/ e T L dr.
l€I>R ¢I>R R

Ostatak nesvojstvenog konvergentnog integrala

o0 2
R
/ e~ TR L gy
0

tezi nuli, pa za proizvoljno € > 0 postoji d > 0 tako da za (x,t) € @RO,T iR>0
vrijedi
_ ‘2

‘/ e ETug(€) dV| < e.
€1>R

SFunkcija G je fundamentalno rjesenje jednadzbe provodenja (toplotno jezgro).
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Drugim rije¢ima, za svako Ty > 0, Ty < T, integral (4.145) konvergira uniformno
na @Ro,Tm pa je zbog toga funkcija u neprekidna na R™ x (0,00). Analogno
se dokazuje uniformna konvergencija formalne derivacije integrala (4.145), iz
Cega slijedi beskonacéna diferencijabilnost funkcije u na R™ x (0, 00) i moguénost
deriviranja pod znakom integrala. Zbog toga i jednakosti (4.146), funkcija u
zadovoljava jednadzbu (4.143). Ostaje nam da dokaZemo da je funkcija (4.145)
neprekidna na R™ x [0, 00) i da zadovoljava uvjet (4.144). Uvodedi u (4.145) novu
varijablu integracije

_ &«
T S0y
dobivamo
u(z,t) = 7 / e_|"|2u0(:v + 2nVkt) dV. (4.147)
" n
Zbog jednakosti
1 2
— gy =1 4.148
e , (1145)

iz (4.147) slijedi da za svako € R™ i t > 0 vrijedi
|u(z, t)| < sup|ugp). (4.149)
R’n
Dokazimo da za svako x € R™ vrijedi
u(z,t) = up(x), t— +0. (4.150)

Jednakost (4.148) pomnozimo sa ug i oduzmimo od (4.147):

u(z,t) — ug(z) = Wj/rz / eI (ug (z + 20VEt) — ug(z)) dV- (4.151)
Imamo
luo (4 2nVEt) — uo(z)| < |uo(z + 20VEt)| + |uo(z)] < 2C. (4.152)

Za proizvoljno N > 0 iz (4.151) i (4.152) dobivamo

u(z,t) = uo(z)| <

1

- qn/2

[ e uaCe -+ 20V — wo(a)
Rn

/2

[ e ol 20VRE) o) v + 2
[n|<N

Neka je € > 0. Za dovoljno veliko N vrijedi

20 2
7z / e v < =
TE Jini> N 2
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Neka je 6 = d(x,t) > 0 takvodaza 0 <t < 1i|n| < N vrijedi
juoe + 2Vk) — uo(x)| < 3.
Iz (4.153) za 0 < t < ¢ dobivamo

|u(z,t) — ug(x)] < e.

Primjedba 4.5.2.

(1) Iz (4.149) slijedi da je pocetni problem korektno postavljen.

(#4) Primijetimo da (4.150) vrijedi uniformno za ograni¢eno z, jer se § moze tako
odabrati nad kompaktnim skupom nezavisno od x. Primijetimo takoder da
iz (4.149) slijedi da je funkcija u ograni¢ena. Da je ovo jedinstveno rjeSenje
slijedi iz Teorema 4.5.3.

(7i1) Rjesenje u(zx,t) definirano relacijom (4.145) zavisi od vrijednosti funkcije
up(§) u svim tackama £ € R™, bez obzira na to koliko su tacke z i &
medusobno udaljene. Cak i ako pocetna funkcija ug ima kompaktan nosac,
njen utjecaj na rjeSenje u(x, t) prostire se na cijeli prostor R™ za svako ¢ > 0.
Ova pojava poznata je kao beskonacna brzina prostiranja poremecaja kod
toplotne jednadzbe (eng. infinite speed of propagation).

(iv) RjeSenje u definirano relacijom (4.145) pripada klasi C*°(R"™ x (0, c0)) ¢ak
i ako funkcija ug nije neprekidna; StaviSe, u je realna analiticka funkcija na
skupu R™ x (0, 00). Ova pojava poznata je kao zagladujudi efekat toplotnog
jezgra (eng. smoothing effect).

(v) Iz dokaza Teorema 4.5.4 vidi se da je za (4.150) dovoljna neprekidnost
funkcije ug u tacki x. Prema tome, ako se regularnost pocetnog uvjeta
narusi lokalno, i regularnost rjeSenja samo se lokalno narusi. Dakle, jed-
nadzba provodenja ima svojstvo regularnosti rjesenja slicno kao i Laplaceova
jednadzba. Ako je funkcija up po dijelovima neprekidna, formula (4.145)
daje generalizirano rjesenje pocetnog problema. Takvo rjesenje je jedin-
stveno.

Primjedba 4.5.3. Pretpostavka o neprekidnosti poc¢etne funkcije moze se oslabiti.
Naime, moze se pokazati da ako je funkcija uo Lebesgue-izmjeriva’ i zadovoljava
nejednakost

lup ()] < Me""® 2 eR" zaM>0ia>0,

"Skup E C R™ naziva se Lebesgue-izmjeriv ako mu se moze pridruziti Lebesgueova mjera
m(FE), koja predstavlja njegovu duzinu, povrsinu ili zapreminu (zavisno od dimenzije prostora).
Lebesgueova mjera predstavlja uopéenje pojma duzine, povrsine i zapremine. Na primjer, za
pravougaonik

FE = (al,bl) X e X (an,bn)
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da je tada sa (4.145) definirano rjesenje jednadzbe

ou
—_— — A =
ot FAu=0

klase C* zax € R" i 0 < t < 1/4ka.

Pretpostavka Lebesgue-izmjerivosti funkcije ug osigurava da je integrand u
Poissonovoj formuli (4.145), tj. funkcija G(x,&,t)up(§) Lebesgue-izmjeriva, pa
je pripadni Lebesgueov integral dobro definiran. Uvjet rasta |ug(z)| < Mealal?
zatim garantira konvergenciju integrala (za 0 < ¢t < 1/(4ka)) i omogucava difer-
enciranje pod integralom, sto vodi zagladujuéem efektu i glatkoéi rjeSenja za
t>0.

Primjedba 4.5.4. Interesantno je da se jedinstvenost rjeSenja pocetnog proble-
ma (4.143)—(4.144) moze dobiti i pod znatno slabijim pretpostavkama. Naime,
ako je rjeSenje ograni¢eno odozdo, odnosno ako je nenegativno, tada princip mak-
simuma iskljuc¢uje moguénost postojanja netrivijalnih rjesenja sa nultim pocetnim
uvjetom, te je rjesenje jedinstveno.

Primjedba 4.5.5. (Nejedinstvenost rjesenja toplotne jednadzbe: primjer Ty-
chonova) Bez dodatnih pretpostavki na funkciju ug (kao Sto je u Teoremu 4.5.4
njena ogranic¢enost) datu sa (4.145), ona predstavlja samo jedno od moguéih
rjeSenja problema (4.143)-(4.144). Tako je recimo i funkcija

& x?n dr .
S
o 2n! dtm

rjeSenje problema (4.143) - (4.144) za n = k = 1. Naime, mozemo pokazati da
poCetni problem (4.143)-(4.144) ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Potrebno je konstruirati beskona¢no mnogo netrivijalnih rjeSenja jednodimen-

zionalne toplotne jednadzbe sa datim pocetnim uvjetom w«(0,t) = ug. Najprije
razmatramo sljede¢i problem

Up = Uy, z €R, t € (—00,00),
u(0,t) = up(t), teR, (4.154)
us(0,6) =0, teR.

vrijedi
n
m(B) = [ [ - o).
1=1

Funkcija f : R™ — R naziva se Lebesgue-izmjeriva ako su skupovi
(z€R": f(x) >a}, a€R,

Lebesgue-izmjerivi. Napominjemo da su sve neprekidne i glatke funkcije Lebesgue-izmjerive.
Studentima koji se zele detaljnije upoznati s pojmovima Lebesgueove mjere, Lebesgue-izmjerivih
skupova i funkcija, preporuc¢ujemo knjigu [25] koja pruza intuitivan i pristupa¢an uvod u teoriju
mjere, prilagoden studentima.
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Rjesenje trazimo formalnim razvojem funkcije u u Taylorov red po varijabli
oo
u(z,t) = Zgj(t) 7.
j=0
Formalni ra¢un (kao da su sve operacije dozvoljene) koristeéi uy = gz, zahti-

jeva

odakle 1
an(t) - m ’U,én) (t)’ 92n+1(t) = 07 n= 07 1a 27 s

Sada dobivamo

e,y =Y 20 (1) jon (4.155)

n=0

Sada biramo funkciju ug tako da ovaj red zaista definira rjeSenje problema
(4.154). U tu svrhu definiramo funkciju

e 7, >0,
up(t) = {

0, t<0,

gdje je konstanta a > 1.

Mozemo pokazati da postoji broj 8 = 6(a) > 0 (ovaj dio dokaza moze biti
dobra vjezba za studente) takav da vrijedi

V(@) <nl @) TmeE Y, n=0,1,2,..., t > 0.

Otuda slijedi da funkcija u definirana relacijom (4.155) predstavlja regularno
rjeSenje problema (4.154) koje dodatno zadovoljava homogeni poéetni uvjet u(z,0) =
0.

Ostavljamo za vjezbu da se pokaze uniformna konvergencija odgovarajué¢ih
redova za svako z iz kompaktnih podskupova od R i ¢ > 0. Ovim opravdavamo
formalno izvrsene operacije.

Takvo rjesenje naziva se rjesenje Tychonova ili Tychonovljevo rjesenje toplotne
jednadzbe koje zadovoljava homogeni pocetni uvjet u(z,0) = 0 i ono nije identicki
jednako nuli, jer vrijedi

u(0,t) = ug(t), t>0.

étaviée, za svako fiksirano realno ¢ > 0 rjesenje Tychonova u(z,t) predstavlja
cijelu® funkciju po varijabli x. Medutim, u(z,t) nije realno analiticka funkcija

8Cijela funkcija je ona koja je analiti¢ka u cijeloj kompleksnoj ravni.
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po varijabli ¢, buduéi da svi njeni izvodi u t = 0 iS¢ezavaju, iako funkcija nije
identicki jednaka nuli.

Za razlicite vrijednosti parametra o > 1 dobivaju se razlicita rjesenja Ty-
chonova.

Sa matematickog stanovista, nejedinstvenost je posljedica nacina na koji je
zadan pocetni uvjet. Naime, pocetni uvjet je zadan na karakteristicnoj povrsi
t = 0 jednadzbe toplotnog provodenja na kojoj ova jednadzba ne sadrzi dovoljno
informacija da bi se jednozna¢no odredilo dalje ponasanje rjeSenja u vremenu.
Za t = 0 imamo u(z,0). MoZemo izrac¢unati Du(z,0), D?u(z,0), ali ne znamo
ugt(x,0), jer iz jednadzbe us —kAu = 0 moZemo dobiti uy, ali ne i uy; bez dodatnih
informacija. Drugim rije¢ima, jednadzba ne govori kako se rjesenje zakrivljuje u
vremenu u trenutku ¢ = 0. Dakle, bez dodatnih uvjeta na poc¢etnu funkciju mogu
postojati razli¢ita rjeSenja koja se poklapaju za ¢ = 0, ali se kasnije (¢ > 0)
ponasaju razli¢ito, o ¢emu upravo i govori primjer Tychonova.

4.5.4 Nehomogena jednadzba provodenja toplote

U ovom dijelu ¢éemo razmotriti Cauchyev problem za nehomogenu jednadzbu
provodenja toplote (uz homogene pocetne uvjete). Gotovo identiéno razmatranju
provedenom pri proucavanji nehomogene talasne jednadzbe moze se dokazati da
vrijedi sljedeca lema.

Lema 4.5.1. Neka je f € C?*(R" x [0,00)) i neka je za svako 7 > 0 funkcija
v(x,t;T) rjesenje problema

% —kAv =0 u R" x (7,00), (4.156)
viz,7;7) = f(z,7), x€R", (4.157)

tada je funkcija
t
u(x,t) :/ v(z,t;7)dr
0
rjesenje Cauchyevog problema

Ou "
E—kAu—fuR x (0, 00),

u(-,0) =0 u R".

Ako za funkciju f pretpostavimo da je jos i ogranic¢ena, tada na osnovu Teo-
rema 4.5.4 dobivamo da je za svako 7 > 0 rjeSenje Cauchyevog problema (4.156),
(4.157) dato Poissonovom formulom

V(.T,t;T) = G($767t—7’)f(€,7')dv, (l’,t) € R™ x (T>OO)>
]R'n.

pa iz prethodne leme dobivamo sljede¢i teorem.
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Teorem 4.5.5. Neka je f € C*(R™ x [0,00)) i ogranicena. Tada je rjesenje
Cauchyevog problema

ou n
a—k‘Au-f u R™ x (0, 00),

u(-,0) =0, uR".

dato formulom

u(z,t) = /Ot - G(z,&t—7)f(&m)dVdr (z,t) € R" x (0,00).

Primjedba 4.5.6. Kombinuju¢i Teorem 4.5.4 i 4.5.5 dobivamo da je

wen) = [ Geenuw@wv+ [ [ Ger-npenava

R’n
rjeSenje Cauchyevog problema

%—kAu:fuR”x(O,oo),

u(+,0) = up u R™

4.5.5 Fourierova metoda

U ovom dijelu ¢emo na nekoliko primjera ilustrirati Fourierovu metodu razdva-
janja varijabli za nalazenje rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Propozicija 4.5.1. Neka su by, bo, ..., by realne konstante. Tada, jednadzba
0 02
5—1‘ - a—;, zel0,L],t>0,

u(0,t) = u(L,t) = 0,

N
u(z,0) = Z by, sin ?,
n=1

(4.158)

ima rjesenje oblika

2.2,

—n“nckt . nmTx
u(:v,t):g bpe™ 12 sin ——.

Dokaz. Koristeéi Fourierovu metodu razdvajanja varijabli rjeSenje u(z, t) trazimo
u obliku u(x,t) = T(¢t)X (z). UvrStavajuéi u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

dobivamo
T'(t) _ X" (x)
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To je samo moguce ako su funkcije

T/t

"t
/\\
2

konstantne. Neka je A e R i

T'(t) _ X"(x)

KT X(z)

Odavde dobivamo dvije diferencijalne jednadzbe

T'(£) — AKT(£) = 0,
X"(z) = AX(z) = 0.

Rjesenje ovih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi zavisi od konstante A. Posmatra-
jmo sljedeca tri slucaja:

1)

Za X\ < 0, rjesenja su oblika u(z,t) = e*¥*[C} sin(v/—Az) + Cy cos(v/—Az)].
Tada imamo 0 = u(0,t) = Cye*¥t, odakle slijedi da je Cy = 0. Zatim, iz

0 =u(L,t) = Cre**sin(v/—AL),

dobivamo da je u(x,t) netrivijalno rjeSenje samo ako je vV—AL = nm, gdje
je n cijeli broj. Dakle, za svaki cijeli broj n sa
—n2x2kt nmwaxT

nat:Cn 2 in —
un (x, 1) e” P sin—

je dato netrivijalno rjesenje polaznog problema. Direktnom provjerom se
vidi da je

zaista rjeSenje pocetnog problema (4.158).

Za A > 0, rjesenja su oblika u(z,t) = e)‘kt(C’le‘&z + Cre VA7) Pored toga
imamo da je
0 = u(0,t) = (Cy + Cy)eM,

0=u(L,t)= C’le)‘kt(eﬁz — ef\r/\g”)7
Sto pokazuje da ne postoji netrivijalno rjesenje za ovaj slucaj.

Za A = 0, rjesenja su oblika u(z,t) = Ciz + Cy. U ovom slucaju za rubne
uvjete dobivamo 0 = u(0,t) = C2, 10 = u(L,t) = C1 L+ 0, a to znadi da za
A = 0 ne postoji netrivijalno rjesenje.
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Propozicija 4.5.2. Neka su by,ba,...,bn, a i b realne konstante. Tada, jed-
nadzba

ou 0%u
— = k— 0,L], t>0
8t 8x27 x 6 [ ) ]7 — )
u(0,t) = a, u(L,t) =D, (4.159)
N ntr  b—a
u(z,0) = nz_:lbnsinT + T x4+ a,
ima rjesenje oblika
N —n2n2kt ntr b—a
u(z,t) = ane 2 sinT + T x + a.
n=1
Dokaz. Primijetimo da je
h—
w(z,t) = e ta

netrivijalno rjesenje jednadzbe koje zadovoljava rubne uvjete. Takodjer, iz Propozi-
cije 4.5.1 imamo da

predstavlja rjeSenje jednadzbe (4.158). Lako je provjeriti da je u = v+ w rjeSenje
jednadzbe (4.159). O

Propozicija 4.5.3. Pretpostavimo da za svaki s > 0, sljedeca jednadzba ima
rjesenje v € C?:

Ov 0%v
— = k= L t>
at ax27 z G [07 ]7 — 87
v(0,t,8) = w(L,t,8) =0,
v(x,s,8) = h(x,s).
Tada, rjesenje jednadzbe
ou 0%
— = k——= + h(x,t L], t>
at axQ Jr (x’ )7 z 6 [07 ]7 — O’
u(0,t) = w(L,t) =0, (4.160)
u(z,0) = 0,

t
je dato sa u(x,t) = / v(x,t, s)ds.
0
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Dokaz. Diferenciranjem po t dobivamo

t t
ug(x,t) = v(x,t,t)—i—/ ve(x,t,8)ds = h(m,t)—i—k/ Vg (X, t, 8)ds = h(x,t)+uzs(x,t),
0 0

¢
odakle dobivamo da je u(z,t) = / v(z,t, s)ds rjeSenje problema (4.160). O
0

Primjer 4.5.2. Odrediti rjesenje jednadzbe

ur =  kug, + t(sin(2rz) 4+ 22), x € [0,1], ¢t >0,
u(0,t) = 1, u(l,t) =13
u(z,0) = 1+4sin(3rz) — .

Rjesenje. Formirajmo funkciju w(z,t) kao u Propoziciji 4.5.2, tj. stavimo da
je w(z,t) = (t* — 1)x + 1. Tada imamo

%—1: = k%—k%m, x€[0,L],t>0,
w(0,t) = 1, w(l,t) =1t
w(z,0) = 1—uza.
Ako je rjeSenje u(z,t) dato sa u(z,t) = v(z,t) + w(z,t), onda je
vy = kUge + tsin(2rz),z € [0,7T], t > 0,
v(0,t) = wv(1,t) =0,
v(z,0) = sin(37x).

Pomoc¢u Propozicija 4.5.1 i 4.5.3 funkciju v mozemo napisati u obliku v = v; 4+ vs,
gdje je vy rjeSenje jednadzbe (4.158) i vy je rjesenje jednadzbe (4.160). Dakle,

vi(z,t) = g9kt sin(37z),

¢
vo(x,t) = e Am sin(27r:c)/ setm ks g,
0

Slika 4.17: Grafik gustine i grafik funkcije v = u(z,t), z € [0,1],¢t € [0,2] iz
Primjera 4.5.2 za k = 1.
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¢

Primjer 4.5.3. Nadi temperaturu stapa 0 < z <[ sa izoliranom povrsinom, ako
postoji izvor toplote ¢(t)sinmz/l, poCetna temperatura je proizvoljna funkcija
f(z), a temperatura na rubu je nula.

Rjesenje. Odredivanje temperature Stapa svodi se na rjesavanje sljede¢eg pocetno-
rubnog problema:

ou 0%u T

e B ) sin —

ot = Fagr TOWsn T

u(z,0) = f(z), 0<zx<l, (4.161)

w(0,t) =0, u(l,t) =0, ¢>0.

Rjesenje trazimo u obliku u(xz,t) = w(x,t)+v(x,t), gdje je w(z,t) = @(t) sin T,

pri ¢emu je ¢ nepoznata funkcija koju treba odrediti tako da je w rjesenje prob-
lema

ow 02w . T
E = kw + ¢(t) S T,

w(z,0) =0, 0<z<l, w(0,t)=0, w(l,t)=0, t>0.

Funkciju v odredujemo tako da je

o _ v
ot 0z%’
v(z,0) = f(z), 0<z<l, (4.162)

v(0,t) =0, v(l,t) =0, ¢>0.
Tako odredena funkcija u ¢e ocigledno biti rjesenje poCetno-rubnog problema
(4.161). Uvrstavanjem funkciju w u (4.5.5) dobivamo sljede¢i Cauchyev problem:

¢(t) =~k (1) + 6(1).

»(0) = 0.

Rjesavajuéi ovaj problem dobivamo da je

p(t) = /te_kf;(t_TW(T)dT,

0

odnosno,
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Problem (4.162) rjesavamo Fourierovom metodom trazeéi rjeSenje u obliku
v(z,t) = T(x)X (z). Uvrstavajudi u parcijalnu jednadzbu za funkciju v(z,t) do-
bivamo dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda

T'(t) + A\kT(t) = 0

X"(z)+ AX(z) =0,

pri cemu je

Rjesenje prve jednadzbe je

n2n2kt
v(z,t) = Z ane” " sin ?, (4.163)

n=1

gdje su a, Fourierovi koeficijenti funkcija f razvijene po sinusima na intervalu

(0,1):
/ f(x)sin @dx

Neka je f € C1([0,1]) i neka zadovoljava uvjete kompatibilnosti f(0) = f(I) =

0. Tada je
nwx
E ay, Sin -

Kako je f € C1([0,1]), to iz teorije Fourierovih redova slijedi da red na desnoj
n2n2k
strani konvergira apsolutno i uniformno na [0,1]. No, kako je e™ ™ 2 < lzat>

0, zaklju¢ujemo da red (4.163) konvergira apsolutno i uniformno na [0, 1] x (0, 00).
1z tog slijedi da v € C([0,1] x[0, 00)). Formalna derivacija reda (4.163) po varijabli
t je

> 2 2k n27r2 ot
-3 an"%e*iﬂ “ sin "lﬂ (4.164)

Neka je C > 0, |f| < C; tada je |a,| < 2C. Za x € [0,1] i t >ty > 0 imamo

n2mw2k _n2x2kt . NTT

ap——o—e 12 8in——

12 l

n272k  n2x2kg

S 2CT€ 12 5
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9 _ (n+1)272%ktg
(n+1)% 2

n272ktq
n2e” 2

1 2 _ m2(2nt1)ktg
=({14+—| e 12 — 0, n— oo
n

Iz toga slijedi da red (4.164) konvergira apsolutno i uniformno na [0, 7] x [0, 00),
pa zaklju¢ujemo da funkcija v ima na [0,] x [0, 00) neprekidnu derivaciju dv/dt
koja se iz (4.163) dobiva formalnim deriviranjem. Na isti nac¢in dokazujemo
analognu tvrdnju za proizvoljnu derivaciju funkcije v. Iz tog slijedi da je v €
C2((0,1) x (0,00)) i da vrijedi (4.162). ¢

Primjer 4.5.4. Pocetna temperatura stapa 0 < x <[ sa izoliranom povrsinom
je ug = const. Na krajevima stapa odrzava se temperatura

u(0,t) = uy = const, u(l,t) =wug = const, 0 <1t < 0.
Naéi temperaturu u(z,t), ¢ > 0, kao i stacionarnu temperaturu

u(x) = tlggo u(x,t).

RjeSenje. Zadatak se svodi na rjesavanje sljedeeg pocetno-rubnog problema:

o _ o
ot 0x2’
u(t70):u07

u(0,2) =uy, u(l,x) = us.

Rjesenje ovog problema trazimo u obliku
u(z,t) = u(x) + v(z, t),

gdje je u(x) definirana kao stacionarno rjesenje gornje jednadzbe, koje zadovoljava
date pocetne uvjete, tj.
d*u(x)
dx?

ﬂ(O) = Ui, ’&(l) = U2,

=0,0<z<l,

odavde je
_ x
w(z) = ur + (u2 — ul)?’
tj. u(x) je grani¢na vrijednost kojoj tezi temperatura Stapa kada t — oo.
Funkcija v(z,t) je rjeSenje pocetno-rubnog problema

o0 _ o
ot 0x?’
v(z,0) = u(z,0) — u(z) = up — w1 — (uz — u1)%
v(0,t) =0, v(l,t) =0, 0 <t < 0.
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RjeSenje poceto-rubnog problema za funkciju v(z,t) trazimo metodom sepa-
racije varijabli tj.
v(z,t) = T(x) X (x).

Uvrstavajuéi u parcijalnu jednadzbu za funkciju v(z, t) dobivamo dvije obi¢ne
diferencijalne jednadzbe drugog reda

T'(t) + \kT(t) =0

X"(z) + AX(z) = 0,

pri ¢emu je

Rjesenje prve jednadzbe je

a rjesenje druge jednadzbe je

Odavde imamo da je

> 7n27r
v(z,t) = E ane” 12 sin -
n=1

Izracunavanjem Fourierovih koeficijenata a,,, dobivamo

tn = % ((uo —u) (1 = (=1)") + (=1)"* ! (ug — ug)) ,

pa je

x
u(z,t) = uy + (ug — ul)?

oo

+n§=:1 % ((uo —u1)(1 = (=1)™) + (=1)" (w1 — ug)) e nlﬂ
Odavde dobivamo
) = Jim u(z,t) =+ (uz - U1)§.
¢
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Primjer 4.5.5. Posmatrajmo jednadzbu

ou 0%y O%u
- = k| — + — ,
ot ox2 = 0y?

u(z,0,t) = wu(z,M,t)=0,
u(0,y,t) = wu(L,y,t) =0,
u(z,y,0) = f(z,y),

za x € [0,L], y € [0,M], t > 0, gdje je f funkcija iz C! koja se anulira na
rubovima pravougaonika [0, L] x [0, M].

Rjesenje. Ako rjesenje jednadzbe napisemo u obliku proizvoda T'(t) X (z)Y (y),
onda iz date jednadzbe slijedi da je

T _X'@) | Y')

KT(t) X(z)  Y(y)'

Sto je samo mogucée ukoliko su sve tri funkcije

) X"(z)  Y'(y)
@) X)) Y(y)

konstantne. Dakle, postoje konstante b i ¢ takve da je

Tt X'x)  Y'(y)
W) - X() T Yy

X”(m) B
X(@) ~©
sto povlaci da je
Y/I
®) _ .
Y(y)
Postupajuéi kao i u Propoziciji 4.5.1 imamo
2
X (z) :ansin?, za ¢ = — (%) , neN,
i 2
Y (y) :bmsinmj\gy zab—c=— <%) , meN.

To implicira da su sve moguce vrijednosti konstante —b koje oznacavamo sa A, m,

date sa ) )
nm mm
An,?n = (T) + (ﬁ) , m,n €N

Tada je,
T(t) = e nmhkt
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pa je formalno rjesenje u dato kao linearna kombinacija funkcija

_ . nwr . mmy
’U,n’m(fE,y, t) =e An,m bt s T S 7,
tj.
_ . nwr . mmy
u t) = b Anmbtgin —= gin ——=.
(Cc7y7) Z n,m€ 1n 7 1n Vi
n,meN
Iz
mmy

u(z,y,0) = Z by, m sin % sin i
n,meN

slijedi da su konstante by, ,, Fourierovi koeficijenti funkcije f. Drugim rijecima,

4 LM . nmr . mm
bmm:m/o/o f(x,y)sstm Mydydx.

Y99

=04

t=10.6 t=108 ¥=1

Slika 4.18: Grafik funkcije u = u(z,y,t), € [0,1],y € [0, 1], iz Primjera 4.5.5 za
k=11 f(x,y) = sin 7z sin 27y.
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Primjer 4.5.6. Nadi rjesenje mjesovitog problema

o (Pu, P
ot ox2 oy )’
0

Ou(x, M, t)
u(z,0,t) = T =U,
u(0,y,t) _ Ou(L,y,t) _
Ox N Ox o
u(z,y,0) = cos e sin 3my
9 ) L 2M7

zax € [0,L], y € [0,M], t >0.

RjeSenje. Slitno kao u Primjeru 4.5.5 imamo da je

T'(t) X"(x) Y (y)

Mo " X@ o © Y

Osim toga, za svako y i t vrijedi
ue(0,,t) = ua(L,y,t) = 0= X"(0)T(1)Y (y) = X' (L)T(#)Y (y) =0,

odakle slijedi da je
X'(0) = X'(L) =0.

Analizirajmo slucajeve kao u Propoziciji 4.5.1 za konstantu c:
1) Za ¢ > 0, imamo
X(x) = C1e®™e 4 Che"Ve,

pa je
X'(2) = Ciy/ce™° — Cy\Jee Ve,

Tada iz X’(0) = 0 imamo
0=C1 4+ Cs,

a iz X'(L) = 0 dobivamo
0= Cl(eL‘/E - e*L‘/E)
paje Cp = Cs = 0.

2) Za ¢ = 0, imamo X (x) = Cyz + Cs pa je X'(x) = C4, Sto implicira da je
Cy =0, pa je X(z) konstantna funkcija.

3) Zac<0je
X (x) = Cy sin(zv/—c) + Oy cos(zv/—c¢),
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Na isti nacin, iz

pa je
X'(z) = C1v/—ccos(zv/—c) — Cav/—csin(zy/—c).
Tada iz X'(0) = 0 imamo C; = 0, a s druge strane iz X’(L) = 0 dobivamo

cos(Lv/—c) =0
pa je ¢ = —(2)2. Dakle
X(x) = Cycos ?

ou(x, M, 1)

9y = 0 slijedi da je Y/(M) =0, a iz u(x,0,t) = 0 slijedi

da je Y(0) = 0. Razmotrimo sada slu¢ajeve za konstantu b — ¢:

1)

Za b —c > 0, imamo

Y(y) = Cre¥ e 4 Cre Ve,
tada Y(0) = 0 = C; = —C5. S druge strane,
Y'(y) = C1Vb — ce?VP—Cov/b — ce ¥VP¢ = C1 (Vb — ceVVP e 4/b — ceTYVETE),

onda
O:Y/(M):>01:C2:O.

Za b — c =0, imamo
Y(y)=Ciy+Co=Y'(y) =Ch,

tada
0=Y'(M)= C; =0.

Pored toga, iz Y (0) = 0 slijedi da je Cy = 0.
Zab—c<0,
Y (y) = Cysin(yve — b) + Ca cos(yve —b).
Tada 0 =Y(0) = Cy = 0. Iz
Y'(y) = C1ve — beos(yVe — b),
slijedi da je
0=Y'(M)=CiVe—beos(Mvec—b),

a to znaci da je
2

b_g_((m}f)w) 7

a da je

Y(y) = Cysin (
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Na osnovu navedenog imamo da su sve moguce vrijednosti konstante —b koje
oznacavamo sa A, date sa

2
_/nm?2 (m+ 3)m
)\n,m = (T) + (M ,m,n €N,

odakle slijedi da je
T(t) = e Anmkt,

pa je rjesenje u dato kao linearna kombinacija funkcija

nrx . (m+ Hmy
U z,y,t) = e Anmkt oog T gin ~—— 2277
nm (2,9, 1) 7 "
Dakle,
nrx . (m+ Hmy
u(zx,y,t) Z bp,me” An,mk cosTsmTQ.
n,meN
1z ( )
nrx . (Mm+ 35)7y
u(z,y,0 Z by, m cos sin 1\42 )
n,meN
slijedi da su konstante b,, ,,, Fourierovi koeficijenti funkcije cos 27er sin ‘;’”—My, a to
su
2rr . 3wy nrr . (m+ %)wyd p
€os —— sin —— cos sin x.
bnm = LM oM L v Y

¢

Primjer 4.5.7. Naéi temperaturu paralelepipeda 0 < z < [, 0 < y < o,
0 < z <3, ako je pocetna temperatura na povrsini jednaka nuli.

RjesSenje. Zadatak se svodi na rjesavanje sljedeeg pocetno-rubnog problema

ou_ (P O o
ot \ox?2  oy?  022)’

Ulg—0 = U|z=1, =0, uly—o = uly—1, =0, ul|.—o = ul.—;, =0,
ult—o = @(z,y, 2).
RjeSenje trazimo u obliku
u(z,y,2) = v(x,y, 2)T(t).
Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

v 0%v 0%
! — _
T (t)v(z,y,z) = kT(t) (8 5+ 92 + 8z2>
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4.5 Jednadzba provodenja toplote

$to je mogucée samo ako je

9 9?2 9
T’(t) _ (3;2) + 8y12} + Bzg> -

kKT(t) v(x,y, 2) -
Odavde dobivamo
T'(t) + AET(t) =0
9%v  0%v 0%
@+37y2+82+)\v(x Y, 2 )—0- (4165)

Rjesenje jednadzbe (4.165) trazimo, metodom separacije varijabli, u obliku
o, y,2) = X (@)Y (9) 2(2).
Uvrstavanjem u jednadzbu (4.165), imamo
X'YZ+XY"Z+XYZ"+AXYZ =0.

Dijeljenjem posljednje jednadzbe sa XY Z i koriStenjem pocetnih uvjeta dobivamo
sljedeci pocetni problem

X// Y// Z//
il S NI
x Py Ttz A=l (4.166)
X(0)=X(l1) =0, Y(0) =Yl2) =0, Z(0) = Z(l3) = 0.
7z (4.166) dobivamo sljedece tri jednadzbe
X'+ kX =0,Y"+kY =0, 2"+k3Z =
gdje je
K? + k3 + k3 =\

Netrivijana rjesenja ovih jednadzba su, redom,

Xn(z) =sinkiz, Y, (y) = sinkoy, Zp(z) = sinksz,

pri cemu je

nmw mm pm
k1:T7k2:l 7]{:3:77
1 2 3
pa je
nmwx mny . pTz
Vpnp = S1N—— sin sin ,
L la I3
_ kXt _—k(k2k2ED
Tomp =€ amnp =€ (ki +k3+k3) mnp-
Sada je
nTr . Mmmy . prz
x,9Y, 2, t) g Amnp€ k(T +HRE+HR3)E $in—— sin ] sin T
m,n,p=1 1 2 3

353



4.5 Jednadzba provodenja toplote

Iz pocetnog uvjeta

T . MWy . prz
u(z,z, z,0) = p(z,y, 2 g amnpsm sin o sin=—,
2 3

m,n,p=1

dobivamo

ll ZQ l3
Qmnp = ol / / / (z,y,2)sin T sin ml72ry sin ?dzdydm

¢

Primjer 4.5.8. Koeficijent difuzije za ugljen-monoksid (CO) u zraku je D =
0.208 cm? /s. Razmatramo cijev duzine 100 cm, ispunjenu zrakom, koja u poc¢etku
ne sadrzi CO. Pretpostavljamo da su oba kraja cijevi otvorena prema velikim
rezervoarima zraka, koji takoder ne sadrze CO, i da se CO proizvodi unutar
e . . 7 3 .
cijevi konstantnom brzinom 10~ g/cm” po sekundi.

Rjesenje. Oznactimo sa u(z,t), 0 < z < 100, koncentraciju CO u zraku,

. v . .. 3 . . . v . v
izraZzenu u jedinicama g/cm”, i modeliramo u kao rjesenje po¢etno-rubnog prob-
lema

%4}%:10*7, 0<z<100, t>0,
u(x,0) = 0 < < 100, (4.167)
u(0,t) = t>0,
u(100,t) = t>0.

Zelimo odrediti evoluciju koncentracije CO u cijevi. Rjesenje u trazimo u

obliku
nm
Z T.(0sin (35 100 )
Tada je
ou 0%u °° ) Dn2n2 e
e (z,t) — D@(a:,t) = nzl (Tn(t) + 1002T”(t)> sin (W) 7
pa imamo

1077 = ch sin (%) .
1

Razvijanjem konstante 10~7 u Fourierov sinusni red dobivamo da je

Cp —

9 100 2-1077(1— (-1
@)dxz (1= )), n=1,2,3,....

— 1077 si
100 St ( 100

nm
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4.5 Jednadzba provodenja toplote

Da bismo nasli koeficijente T, (¢) funkcije u(x, t), moramo rijesiti po¢etni problem

Dn?n?

/ -

To(t) = cn,  Th(0) = 0. (4.168)

Koristec¢i formulu za rjesenje linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda sa kon-
stantnim koeficijentima dobivamo

22 22 22 2
Tn(t) =e Dloo2 t C, +cp / eDlOO2 tdt) = Che~ D1002 t + ﬂ
Dn?2x2

1002
Iz pocetnog uvjeta slijedi da je C), = —gﬁ, pa je rjeSenje pocetnog problema
n?m

(4.168) dato sa
¢, 1002 _Du2x2,

T.(t) = Dl (1 — e 1007 ) .

Rjesenje pocetno-rubnog problema (4.167) je dato sa

.2-1073(1 — (=)™ _Dn22,\ .
ey =30 PO (1 ey o (7).

n=1
Za parno n je ¢, = 0, pa u sumi ucestvuju samo neparni ¢lanovi.

Na slici 4.19 prikazujemo koncentraciju CO u cijevi u vremenima ¢ = 3600 (1
sat), t = 7200 (2 sata), t = 14400 (4 sata), t = 21600 (6 sati) i t = 360000 (100
sati). Graf sugerira da se koncentracija priblizava stacionarnom stanju (¢italac
treba primijetiti koliko se malo koncentracija mijenja izmedu 4 sata i 100 sati
proteklog vremena). Prvih deset ¢lanova Fourierovog reda koristeno je za kon-
struisanje navedenih krivih.

koncentracija

0.0006 - o — t=3600
e — t=7200
0000sf N £=14400
/4 ™ — 221600

/4 N — +=360000
0.0004 / N

0.0003
0.0002f

0.0001F

L L L L
20 40 60 20 100 X

Slika 4.19: Koncentracija CO u cijevi iz Primjera 4.5.8 nakon 1, 2, 4, 6 i 100 sati.
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4.6 Zadaci za samostalan rad

Primjedba 4.5.7. U posljednjem primjeru, kada ¢ — oo, eksponencijalni ¢lan u
T, (t) tezi nuli, pa rjesenje konvergira ka stacionarnom rjesenju u,(x) problema

—Du, =107",  ux(0) = us(100) = 0,

odakle slijedi
Uso(T) = 2 T x).

Lako se provjeri da je razvoj funkcije uso(x) = % 2(100—z) u Fourierov sinusni
red upravo jednak

2.10%3 X 1—(—=1)* . /nmx
D3 nz::l n3 sm( )

4.6 Zadaci za samostalan rad

1. Koristeé¢i operatorsku metodu rijesite sljedeée parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe:

(7

(7

Ugy — 2Ugy + Uyy = SIN T;
Ugg — Ugy — OUyy = TY;

(440) Upg — Uyy = sinx cos 2y;
(V) Upge — gy + 4y, = e T2Y;

(v

(vi

Uzzoe — 2Uzzay + Uyyyy = 0;
2Ugy + Uyy — 3uy = 3cos(3z — 2y);

(Vi1) Upg — Ugy + Uy — u = cos(x + 2y) + €¥;

)
)
)
)
)
)
)
(viii) (D1 + Do —1)(Dy + 3Dy — 2)u = xy + e2*+3v.
2. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednadzbe i svesti je na kanonski oblik:

0%y 0%u 0%u

(4) ok QSmxﬁ?ﬁy — (3 + cos? x)a—yQ - cos:ca—z =0;
O*u 0%u 0%y ou
27 7 20 W gu _ .
(1) = 92 + 2:cy8xay +y 0 2y6‘z 0;
2 0%u 0%y ou
oo QM 27 ou .
(#40) y* g5z + 2$yaxay + 2z a7 Yoy 0;
0%u 0%u ou

3. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednadzbe i svesti je na kanonski oblik.
Ako je moguce odrediti opce rjesenje:
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4.6 Zadaci za samostalan rad

0%u 0%u 0%u ou
) 4 2 ) 2 3 —4 277 -
(1) 4y oz 7 yaxay T Oy? Y Oy 0
9%u 5 282u
gz~ 1TV ) 5

. 0% Pu 1 0u x0u
(i) w+$y67y2*%%+§afy*16\/|y; z #0;

ou
—2y(1+y?)— =0;
(1413,

0%u 0%u 0%u
) — —2r—— —1)—= =0.
(iv) T3 x@xﬁy + (z )8y2 0
4. Rijesiti jednadzbu
0%u 0%u
ﬁ = GQ@, X € [O,L], tER,
u(0,t) = 0, wu(L,t)=0,
ou
u(m,O) = f(x)v a(xvo) :g(‘r)v

za sljedece funkcije f, g:
(i) f(z) = 3sin(r2) —sin(4n2), g(z) = S sin(2rL);
(i) f(x) =sin®(FF), g(z) = 0;
(iii) f(z) =0, g(x) = sin(rE) cos?(r%);
c

(iv) f(z) = sin®(52), g(x) = sin(r2) cos®(w£).
5. Rijesiti jednadzbu
0?u 5 0%u
ﬁ = a @, Z, t e R,
ou

u(@,0) = f(@), 5(.0) = glo),
za sljedece funkcije f, g:

() f(z) = o, glo) =
; = exp(—2?), g(x) = 2az exp(—2?);

0%u 0?

o7 = 282’ x>0, teR,
Ju
%(O,t) = 0,
u(z,0) = a3 @(x 0)=0

b - b 8t )



4.6 Zadaci za samostalan rad

7. Neka je u rjesenje jednadzbe

0%u 0%u
ﬁ = GQ@, I‘,t S R7
u(z,0) = f(x), %(x, 0) =0.

Koristeéi princip maksimuma dokazati da vrijedi

i < < R.
min fly) Sulz,t) < max fy),Va,t €

8. Dokazati da sljede¢i problem sa pocetnim i rubnim uvjetima nema rjesenja:

0%u 5 0%u
@ = a@, xE[O,LLtER,
u(0,t) = 0, wu(L,t)=0,
ou
u(z,0) = flx)y=aL—-2z), —(z,0)=g(x)=0,

ot
Dokazati da rjesenje postoji ukoliko zamijenimo funkcije f i g.
Uputstvo: Na osnovu datih uvjeta primijetiti da je

0%u 0%u
—(0,0) # a*——(0,0).
atQ ( ) ) # a a:CQ( ) )
9. Rijesiti sljedecte jednadzbe

(4)

0%u 5 0%u
ﬁ = @, SCE[O,TF], tGR,
ou ou
%(Oa t) - Ov %(ﬂ-a t) - Ov
u(z,0) = cos®z, %(z, 0) = sin? z.
(i1)
0%u 0%u
S i R
BT P2 x €[0,7], t €R,
ou ou
Ox (0,%) " Oz (1) ’
(z,0) = 22 —x+2cos3 @( 0) =
u(z, = — -z cos3z, o (x,0) = cos.
(4i1)
2 2
% = az%—i—e*tcosx, z,t € R,
ou
u(z,0) = a(x, 0) =0.
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4.6 Zadaci za samostalan rad

(i)
0%u Z,Pu
i a ﬁ—&—e cosx, x,t€R,
ou
(v)
0% 5, 0%u . T
2 = Yam + cos(wt) sin(3z), w > 0, =z €0, 5}, teR,
ou ,m
t) = I =
uo,n) = o, Cn=0,
Ju
u(z,0) = 0, E(x,()) =0.
10. Na¢i formalno rjesenje jednadzbi
(4)
0%u 5 0%u
— = — L R
BT a(‘?x?’ x €[0,L], teR,
ou ou i
%(Oa t) - 07 %(La t) - bln(Wt)v
Ou W o
u(a:,O) - 07 E(x70) ﬁ‘r

(i)

0%u o (0%u  O%u
w = a <W+a:y2)a xay€[071]7t€R’
u(z,0,t) = 0, wu(z,1,t)=0,
u(0,y,t) = 0, wu(l,yt)=0,
ou
U’(xayao) = 07 E(mvyvo) :x(x_l)y(y_ 1)

11. Na¢i dvije harmonijske funkcije ¢iji proizvod nije harmonijska funkcija.

12. Provijeriti da li su realni i imaginarni dijelovi funkcije (x +iy)3 harmonijske
funkcije.

13. (i) Provjeriti da kompleksna funkcija f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) zadovo-

ljava jednadzbu % + ig—g = 0 ako i samo ako realne funkcije u(z,y) i

v(x,y) zadovoljavaju Cauchy-Riemannove jednadZzbe
o _ o
or 0Oy’
o _ v
oy  Ox
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4.6 Zadaci za samostalan rad

14.

15.

16.

(ii) Dokazati da su svake funkcije u(z,y) i v(z,y) iz C2 harmonijske ukoliko
zadovoljavaju Cauchy-Riemannove jednadzbe.

(iii) Pretpostavimo da funkcije u(x, %) iv(x,y) € C? zadovoljavaju Cauchy-
Riemannove jednadzbe. Dokazati da to vrijedi i za funkcije U i V' gdje
je

Ulz,y) +iV(z,y) = (z + iy)(u + iv).

(iv) Zakljuditi da su realni i imaginarni dio funkcije ( + éy)™ harmonijske

funkcije za svaki prirodni broj n.

Rijesiti jednadzbu
0%u  O%u
@—FTZ/Q = 0, I‘E(O,L), yE(O,M),
u(z,0) = f(x), w(z,M)=g(z), ze€l0,L],
u(0,y) = h(y), u(L,y)=k(y), yel0,M]

za sljedeée funkcije f, g, h i k:

(i) f(z) =9sin *3%, g(x) = h(y) = k(y) =0
(i) f(x) =0, g()—SlnL,h(y):k(y>:0.
k

)
(i17) f(z) = 9sin 3L, g(z) = sin 2L, h(y) =
(iv) f(z) = g(x) =0, h(y) = 9sin T, k(y) = sin 7.
Rijesiti jednadzbu
0?u  0%u
w‘f‘aiyz = 0, CEE(O,W), yE(O,ﬂ'),
uw(z,0) = sin(z), wu(z,7)=sin(z), =z €[0,n],
u(0,y) = sin(y), u(my)=sin(y), ye[0,m].
Rijesiti jednadzbu
Pu  0%u
Z 42— = 1 1
02 T o 0, z€(0,1), ye(0,1),
u(z,0) = 3sin(mz)+=z, u(z,1)=3zx-1, =z€]l0,1],
U(O,y) = Sin(Qﬂ—y) - Y u(lay) =y+ ]-a Y€ [03 1]

Uputstvo: Posmatrati funkciju U u obliku
U(z,y) = a+ bz + cy + dxy,
takvu da je
U(0,0)=0,U(1,0)=1,U(0,1) = -1,U(1,1) = 2.
Napisati rjesenje u u obliku u(z,y) = v(z,y) + U(z,y) za odgovarajuéu

funkciju v.
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4.6 Zadaci za samostalan rad

17. Dokazati da je formalno rjesenje jednadzbe

0%u  O%u

@_‘_Ty? = 0, € (0,7), ye(0,m),
u(z,0) = 0, wu(z,m)=xz(r—2x), zec]l0,n],
u(0,y) 0, wu(my) =0, yel0,nx],

dato sa

>1

sinh((2k 4+ 1)y)

=3 ];) (2k +1) "3 sin((2k + 1)x)m

18. Naci rjesenje Neumannovog problema:

?u O3
@Jraiyz = 0, z€(0,m), ye(0,m),
0 9 ou
a—y(z,O) = cosx —2cos”x + 1, a—y(:c,w)—O, x € [0,7],
ou ou
%(Oa y) - 07 %(ﬂ-a y) - 07 Yy € [077T]'

19. Na¢i formalno rjesenje Neumannovog problema:

u 0%u
@"‘87342 = 0, I'G(O,L), yG(O,M),
ou ou
aiy(xvo) - Oa %(xaM) - (LE), T e [OvL]7
ou ou
%(Ovy) - Oa %(Lvy)*oa ye [OaM]a

gdje funkcija g zadovoljava fOL g(z)dz = 0.

20. Dokazati de je svako rjesenje Neumannovog problema:

9?u  O%u

@4‘@ = 0, SL’G(O,L>7 yE(O,M),
ou ou
a—y(m,O) = 0, 8—y(aﬁ,M) =0, =z€]l0,L],
ou ou
833( 'Y) ; a:L,( ) =0, ye[0,M],

konstantna funkcija.

Uputstvo: Dokazati da rjesenje u zadovoljava:

a(u%)+a(u%)_ du 2+ ou 2
ox oy  \ 0oz dy
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4.6 Zadaci za samostalan rad

Integriranjem dobija se

[ LG+ () )= [ it e

L ou yM
| G 12 e =o

Potom, zakljuciti da je

ou_ou_,
or oy

21. Rijesiti Dirichletov problem u polarnim koordinatama:

0%U _,0U _,0%U
5T T e = 0,r € (1,2),
U(r,0) = U(r,0+2m),

za sljedece funkcije f i g:

(1) f(0)=1+2cosb+ cos(20), g(8) = sin(20);
(ii) f(0) =sin?0, g(0) = sin 6 cos b;
(i#i) 1(0) = a, g(0) = b

() f(0) = asm(30) g(0) = bsin(30);

(v) f(0) =1+ cos(f) — 17sin(80), g(#) = 0.

22. Rijesiti Dirichletov problem za vrijednosti funkcije f navedene u prethod-
nom zadatku

0%u  O%u
o0 T ap
U@2,0) = f0), f(O0+2m)=f(0).

= 0, 2*°4y*<4,

23. Nadi rjesenja Neumannovog problema

0?u  d*u
e R S )
ou
5 (10,0) = f(0), U(r,0+2m) =U(r,0),
gdje je
N
FO) =" (an cos(nd) + by, sin(nh)).
n=1
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4.6 Zadaci za samostalan rad

24. Dokazati da sljede¢i Dirichletov problem ima vise od jednog rjesenja:

v 0%u
@‘i‘@ = O7 CEE(O,?T),y>0,
'LL(CU,O) = 0, u(O,y) =0, u(w,y) =0, =€ [O»'/TL y > 0.

Obrazloziti zasto rjesenje nije jedinstveno.

25. Provjeriti da su funkcije:
ur(z,y) = 1+ log(a® + y?), uz(z,y) = 1 — log(a? + %)

harmonijske, jednake na kruznici, a razli¢ite unutar kruga. Da li je to
suprotno principu maksimuma?

26. Rijesiti jednadzbe
(2)
%u  0%*u  O%*u

92 "oy T 02
U(l’,y, 0) = sinzsin Y, U(fE,y, 1) = 0;

= 0, z€(0,3m), ye€(0,2m), z€(0,1),
w(0,y,2) = u(z,0,2) =u(3m,y,z) =u(z,2m2) =0.
(i)

= Oa T,Y,% € (Oaﬂ-)a
ou Ju

%(anaz) = %(773%2) 207
ou Ju
aiy(xaoaz) - @(Iaﬁvz)_07
Ou .9 ou
&(x7y70) = coszsmy, E('xayaﬂ-) -
27. Rijesiti jednadzbu
ou 0%u
—t = 2—= >
att 92 1‘6[0,3], t>0,
u(0,t) = 0,u(3,t) =0,
u(m, 0) = f(x)»

za sljedece vrijednosti funkcije f:
(1) f(z) = 5sin(4dnx) + 2sin(107z);

(ii) f(z) = sin® zz,
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4.6 Zadaci za samostalan rad

28.

29.

30.

(iii) f(z) = 9cos(§ (27 + 3)).
Neka je funkcija u data u obliku
u(z,t) = D -b(t) f(b(t)?2?),

gdje je D pozitivna konstanta, a f i b pozitivne funkcije.

Pretpostavimo da vrijedi fj;o D f(2?)dx = 1.

(i) Dokazati da je fj;o u(z,t) =1, za svaki t.
0 0?
i1) Ako funkcija uw zadovoljava jednadzbu 90— k2 ako b(t) — oo
ot Ox?
kada t | 0, dokazati da funkcija v ima oblik

22
u(z,t) = (47Tkt)_%€_m .

Uputstvo: Uvrstiti izraz funkcije u(z,t) = D - b(t) f(b(t)*2?) u jednadzbu
Uy = kug,. Odrediti za x = 0 funkciju b kao rjesenje odgovarajuée obic¢ne
diferencijalne jednadzbe. To rjeSenje mozemo napisati u obliku b(t) =
(4k:ozt)_%, gdje je a = —% > 0. Koristiti smjenu y = b(t)?2? za koju
vrijedi f'(y) + af(y) = =2y(f"(y) + af'(y)). Tada, ako je funkcija g data
sa g(y) = f'(y) + af(y), onda je g(y) = —2yg’(y). Odrediti funkciju g te
zakljuciti da je f(y) = Ce Y.

Rijesiti jednadzbu
ou 0%u
= — >
5 52 x € [-mm7], t >0,
—m,t
U(—ﬂ',t) = u(ﬂ-7t)7 aU(a;T’ ) = Ux(ﬂ',t),
u(z,0) = f(z),

za sljedecée vrijednosti funkcije f:
() flz)=5

(i1) f(x) = 4+ cos?(3x);

(iii) f(x) = (sinz + 2cosx)2.

cos x + 3 sin 8z;

(i) Neka je u(x,t) = "5t partikularno rjesenje jednadzbe 33—7; = k2

gdje su r i s konstante. Dokazati da je s = kr2.

(i) Neka je u(x,t) = ui(z,t) + tua(x,t) kompleksno rjesenje jednadzbe
ou 0%u

Fri k@ Dokazati da su realne funkcije uq(x,t) i us(x,t) takoder

rjeSenja iste jednadzbe.
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4.6 Zadaci za samostalan rad

31.

32.

33.

Zakljuciti da su funkcije
up(z,t) = e cos(Ax + 2kA?t),

ug(z,t) = e sin( Az 4 2kA%t),
ou 9 e ,
i k@ (Koristiti (¢) za 7 = A\(1 £14).)

Pomocu zadatka 4. (ii) odrediti rjeSenje jednadzbe

rjesenja jednadzbe

ou _ o
o T ox?’
u(0,t) = cos(wt),

x>0, t>0,

koje zadovoljava sljedete osobine

(1) u(x,t) — 0 kada = — oo,
(i) u(z,t + 22) = u(w,t).

Dokazati da rjeSenje nije jedinstveno ako navedene osobine nisu istovremeno
ispunjene.

Provjeriti da je u(z,t) = e "Mw(x,t), h > 0, rjeSenje jednadzbe
ou 0%u
T _ kY
ot~ "oz2 M
. Ow %w
ako Je E = kﬁ
Naci rjesenje jednadzbe
ou 0%u
— = k——h 0,L], t>0
ot Ox? u, z€[0I] ’
u(0,t) = w(L,t)=0,
nwx
0) = by, sin ——
u(z,0) Z sin —

Neka je v € C? funkcija koja zadovoljava jednadzbu

Ov 0%v

- — - >

= ko€ [0.L], £ >0,
v(0,t) = wo(L,t)=0.

Dokazati da za svaka dva broja to > t; > 0, vrijedi:

L L
/ (v(w,t2))*dx < / (v(z,t1))*da. (4.169)
0 0
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4.6 Zadaci za samostalan rad

Uputstvo: Dokazati da je F'(t) < 0 gdje je F(t) = fOL(v(a:,t))de.

Dokazati da (4.169) vrijedi ako zamijenimo rubne uvjete sa:

(1) 9L(0.8) = Z2(L.1) =0

(i) 2

ov

(0,8) = v(L, 1) = 0;
(iii)
34.
Jdu
ot
u(0,t) =

u(z,0) =

zadovoljava nejednakosti 0 < u(z,t) <

35.

@
ot
u(0,t) =
u(zx,0)

2Y0,t) = h-v(0,t); h > 0, v(L,t) = 0.

Koriste¢i princip maksimuma dokazati da rjesenje jednadzbe

0%u
w, 1'6[0,77], t207
u(m,t) =0,

1
sinx + 3 sin(2x),

3v3
-

Ako je u(zx,t) rjesenje jednadzbe

0%u
k@, SCE[O,T], t207
u(m,t) =0,

5sin(3z) — 3sin(5x),

naéi najvedéi broj C' i najmanji broj D tako da je C < u(z,t) < D.

36. Neka je data jednadzba

ou

ot
ou
% (Oa t) -

u(z,0) =

gdje je a > 0 proizvoljan broj.

2
2%, zel0,2], t >0,

—Q, 7(2775) = Oa

(i) Provjeriti da je svako rjeSenje oblika u(x,t) = Ax? + Bz + Ct dato sa

u(r,t) = —ax(l — 7).

(i) Neka su aq i o razli¢iti pozitivni brojevi. Neka su uq(z,t) i ua(x,t)
odgovarajuca rjesSenja date jednadzbe respektivno za a = a1 i o = «s.
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4.6 Zadaci za samostalan rad

Primijetiti da vrijedi:
lu1(2,0) — ua(z,0) < |ag — s,

8u1 8u2

_ < _
P 0.6) = G2(0.0) < fou — aal,
8’&1 3u2

- =0<|a; — asl.
6$ (Z,t) a{L‘ (Z,t)’ 0 S |051 042|

S druge strane,
lug(x,t) — ug(z,t)] = 00, t — 0.

Zaklju¢iti da anologon principa maksimuma ne vrijedi ako su rubni
uvjeti dati u obliku izvoda.

37. Neka je data jednadzba

ou 0%u
G 928 e0,3], t >0,
ot oz2 * [0,3]
u(0,t) = wu(3,t) =0,
. T .
u(z,0) = 6sin (?) + 2sin(wz).
(i) Nadi jedinstveni broj t = to > 0 za kojeg u (%,t) uzima naivecu vri-
jednost.
(i1) Za datito dokazati da u(z, to) uzima najveéu vrijednost samo za x = 3.
(#it) Koriste¢i princip maksimuma dokazati da za svaki € > 0 postoje tacke
(z,t) # (3,t0) iz (2 — €, 3 + &) x (tg—e, to+¢) za koje vrijedi u(z, t) >
u (5, to) .

(iv) Dokazati da u (%, to) nije lokalni maksimum funkcije w.

Uputstvo: Za svaki t < tg ozna¢imo sa z(t) najmanji broj u [0, 3] za kojeg
je uz(z(t),t) = 0. Provjeriti da je

d ou , ou 0%
(), 8) = o (2(t), 0)2'(t) + 5 (2(t),8) = 955 (2(1), 1).

Dokazati da je
0u

@(x(t),t) < 07 Vit < to,

odakle slijedi da je
3
u(z(t),t) > u 5,750 , Vit < tg.
38. Rijesiti sljedece jednadzbe
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4.6 Zadaci za samostalan rad

(4)
ou
ot

u(z,0,t) =
u(0,y,t) =
u(z,y,0) =

ou
ot
u(zx,0,1)

U
71, (07 Y, t)
u(z,y,0)

Q|

(iii)
ou
ot
u(zx,0,1)

ou
% (07 Y, t)

u(x7 y’ O)

= O’
= O’

= 2sin?

= 07

= 07

i ( 3x+y) . 3mx
= Ssm |7 5 7SIHTC057.

0%u
(5 + 8 =
0, (x3ﬂ:0
0, wu(2,y,t)=0,
2y

4 sin W—; — 2sin(mx) sin =5

o o
0x? = 0Oy?’
u(z,1,t) =0,
ou
el —

5y (L) =0,
(2

mx) sin(my).

%u  O%u
92 + 87;2’
ou
dy

u(l,y,t) =0,

(1.7 ]‘7t) = 07
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Poglavlje 5

Metoda konacnih razlika za
rjesavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi

Numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi igra klju¢nu ulogu u
rjesavanju stvarnih problema u razli¢itim podrucjima, ukljucujuéi fiziku, razlicite
probleme u inzinjerstvu, finansijama i dr. Tac¢na analiticka rjesenja PDJ cesto
nije moguce dobiti zbog njihove sloZzenosti, oblika oblasti na kojoj se posmatraju
i prirode uvjeta na rubovima oblasti posmatranja. Kao rezultat toga, numericke
metode, poput metode konacnih razlika, metode konac¢nih elemenata, metode
kona¢nih volumena, spektralne metode, metode spektralnih elemenata i metode
kolokacije, Siroko se primjenjuju za aproksimaciju rjesenja.

U ovom poglavlju cilj nam je opisati metodu konacnih razlika kao jedan od
najstarijih i ¢esto koristenih metoda i njegovu primjenu na razlicite vrste PDJ,
ukljucujudi elipticke, parabolicke i hiperbolicke jednadzbe. Iako je ova metoda
veoma stara i druge pobrojane metode su bolje u smislu oblika domena, opéih
koeficijenta i sl., ova metoda je i dalje korisna za posmatrati iz nekoliko razloga, od
kojih su: jednostavnost za razumijevanje i implementaciju i pruza brzo numericko
rjeSenje i ideju kako bi rjeSenje moglo izgledati; jo$ uvijek se koristi u (velikim)
istrazivackim kodovima u industriji; koli¢nici razlike, sluze kao osnova u svim
vrstama softverskih implementacija numerickih metoda za izracunavanje obi¢nih
i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u kojima se izvodi aproksimacija.

Osnovna ideja iza bilo koje numericke metode za aproksimaciju rjesenja PDJ,
je da se zamijeni neprekidni PDJ problem sa diskretnim problemom. Neprekidni
problem PDJ postavlja se na beskonacno-dimenzionalnom prostoru, tj. rjeSenje
lezi u nekom beskonac¢no-dimenzionalnom prostoru. S druge strane, diskretni
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5.1 O metodi konaé¢nih razlika

problem se postavlja na konac¢no-dimenzionalnom prostoru, tj. njegovo rjeSenje
lezi u nekom konac¢no-dimenzionalnom prostoru.

Kod metode konac¢nih razlika aproksimira se diferencijalni operator, a kod
metode konac¢nih elemenata aproksimira se rjesenje. U metodi kona¢nih volu-
mena, jednadzba se napise u konzervacijskom obliku, zatim se aproksimira zakon
konzervacije. Kod spektralne metode aproksimira se rjesenje, kao i kod metode
spektralnih elemenata. Ideja iza metode kolokacije je da se izabere konacno-
dimenzionalni prostor (bazni prostor) kandidata za rjeSenja (obifno su to poli-
nomi odgovarajuceg stepena) i tacke u oblasti (domena), koje se obi¢no zovu
kolokacijskim tackama, a zatim se bira rjesenje koje zadovoljava datu jednadzbu
u kolokacijskim tackama.

5.1 O metodi konac¢nih razlika

Najcesce koristena metoda za dobivanje aproksimativnih rjesenja odredenih PDJ
je metoda konacnih razlika. U nastavku preciznije razmatramo njene osnovne
pojmove: mrezu i diskretizaciju, aproksimaciju derivacija kona¢nim razlikama, te
fundamentalne koncepte konzistentnosti, stabilnosti i konvergencije. Ova metoda
se zato Cesto zove i metoda mreZa.

5.1.1 Mreza i diskretizacija

Da bismo primijenili metodu konacnih razlika, neprekidne nezavisne varijable
z,Y, 2, t,... zamjenjujemo diskretnim varijablama x;, y;, zm, tn, - .-

r;=xz9+1ih, i=0,£1,£2, ...,

y; =yo+ik, j=0,£1,%£2,....
Skup svih ovih tacaka (z;, y;) nazivamo mreza (grid) i ona predstavlja diskretizaciju
prostora R2. Brojeve h i k nazivamo prostornim koracima mreZe, a tacke (z;,y;)

nazivamo cvorovi mreZe. Dva ¢vora mreze nazivamo susjednim ako se razlikuju
za jedan korak u jednoj koordinati.

U praksi, domen 2 se najcesée aproksimira pravilnom (uniformnom) mreZom
¢vorova (slika 5.1). Na primjer, u ravni posmatramo mrezu

Qn ={(zi,y5); Tit1 — @i = hg, Yj11 —Yyj = hy},

gdje su hg i hy koraci mreze duz koordinatnih osa. U posebnom slucaju h, =
hy = h dobivamo kvadratnu mrezu.

Ako parcijalna diferencijalna jednadzba ukljucuje vrijeme ¢, uvodi se i diskretna
vremenska mreza
t, =to+ nAt, n=0,1,2,...,
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5.1 O metodi konaénih razlika

gdje je At > 0 vremenski korak.

Y

h
y{ (zi,95)

H/_/
he

Qp

Slika 5.1: Pravougaona (uniformna) mreza €, sa koracima hy i hy.

5.1.2 Konacne razlike kao aproksimacija derivacija

Ozna¢imo sa w; j, Ui—1,j, Ui j—1, Wi+1,j, Yi,j+1 odgovarajuce vrijednosti za u(x;, yj),
w(@i—1,95), (s, Yj—1), w(Tit1,y;), (@i, yj+1). Izvodi se zamjenjuju odgovarajucim
koli¢nicimas:

e Diferenciranje unaprijed

Ou _ Uiyrj —Uij 0w Uij1 = Ui

ox h Ty k ’
¢ Diferenciranje unazad
Ou wij—wioig  Ou Ui — Ui
ox h T Oy k '
e Centralno diferenciranje
Ou w1y —ui—1y Ou Ui — Ui
Ox 2h T Oy 2k '

e Centralno diferenciranje za drugi izvod

2 2
0°u - Ui4-1,5 — 2um- + Ui—1,5 0°u - Uj, 541 — 2ui,j + Ui, j—1
Ox? h? T Oy? k2 '

Kao sto je uobic¢ajeno, razmatramo sljedetu parcijalnu diferencijalnu jed-
nadzbu

L(u) = A(x,y)% + B(x,y)aqg(ya;’y) + C(x’y)w
+ D(xay)augzy) + G(x,y)u(x,y) = F(x7y)7
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5.1 O metodi konaé¢nih razlika

gdje su A, B,C, D, G, F neprekidne funkcije na skupu Q C R?, i na njegovom
rubu 02. Zamjenom svakog od izvoda odgovaraju¢im koeficijentom razlike, do-
biva se diferentna jednadzba (koju Cesto zovemo i jednadzba razlika) za i,j =
0,£1,42,.... Ona predstavlja sistem algebarskih jednadzbi, ¢ija se rjesenja
mogu smatrati aproksimativnim rjesenjima razmatranog problema u ¢vorovima
mreze.

Ako oznacimo sa Ai,j; Bi,jv Ci,ja Di,j7 Gi,ja Fi,ja za Z,] = 0, :l:]., :|:2, ey vrijed—
nosti funkcija A, B,C, D, G i F u tackama (x;,y;), dobivamo sljede¢u diferentnu
(diskretnu) jednadzbu

U i1 — 2Uq5 + Ujj—1
k2
+ Gijuiy = Fij.

Uigl,j — 2Ui5 + Ui—1,5
h2
itlj —Uiz1j o po Wigl ~ Ui
z7
2h J 2%k

Lpk(uij) = A + B,

+ O’i,j

Aproksimacije derivacija kona¢nim razlikama imaju odredeni red lokalne ta-
¢nosti. Neka je u = u(z,y) dovoljno glatka funkcija u okolini tacke (z;,vy;)
(na primjer u € C* u okolini tacke (x;,y;) po varijabli x uz fiksno y = y;).
Razvijmo funkciju w u Taylorov red oko (z;,y;) u tackama x,41; = (z; + h, y;)
ixi—1,; = (z; — h,y;). Imamo:

2 3
w(z; + h,y;) = u(z, y;) + hug(zi, y;) + %um(;vl, yi) + %umm(xi,yj) + O(hh),
h? h?
u(z; — hayj) = u(xhyj) - h“w(xhyj) + ?“wz(wu yj) - Fuzmm(xmyj) + O(h4)~
Oduzimanjem dobivamo
h3
Uit1,j — Wi-1,j = 2hug(T4,y;) + ?uxm(xuyj) + O(h5)-

Dijeljenjem sa 2h slijedi

Uj i — Uj—1.4 h2
—R T = g (20,45) + e (2,97) + O(h) = ua (24, 5) + O(h).

Dakle, centralna razlika za prvi izvod ima oblik

U Ui s
H‘1J2—hlld = um(xivyj) + O(h’z)a

§to pokazuje da je njena lokalna greska reda O(h?), pa je shema drugog reda
tacnosti.

Red tacnosti centralne razlike za drugi izvod dobivamo razvijanjem u(z; £ h, y;)
do reda h*:

h2 hS h4
U('Tz + hayj) =u+ huy + ?uxac + Fuch + ﬂux:c;cac + O(hB)a
2 hs h4 5
U('T7 - hayj) =u— hu, + ?uacac - guxxm + ﬂuxmcx + O(h )
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5.1 O metodi konaénih razlika

Sabranje posljednje dvije relacije i oduzimanje 2u daje:

h4
Wi — 2+ wi—y ;= WPz (i, y;) + Eummzr(l'iayj) + O(h).

Dijeljenjem sa h? slijedi

h2

Wig1,5 — 2Ui 5 + Ui—1 5
amt e mati g u;cac(zia yj)+ﬁuxxxm(xia yj)+0(h4) = Umw(xiv yj)+0(h2)7

h2

pa je lokalna greska opet reda O(h?).

Analognim postupkom moze se pokazati da su unaprijed i unazad razlike za
prvi i drugi izvod (po x) samo prvog reda tacnosti (O(h)). Sliéna razmatranje
vrijede i za red lokalne greske po y. Napomenimo da izbor reda tac¢nosti aproksi-
macije direktno utice na ukupnu ta¢nost numeri¢ke metode i brzinu asimptotske
konvergencije numerickog rjesenja.

5.1.3 Konzistentnost, stabilnost i konvergencija

U prethodnom dijelu vidjeli smo da razli¢ite sheme konac¢nih razlika imaju razlicit
red lokalne tacnosti. Medutim, visoka lokalna ta¢nost sama po sebi ne garan-
tuje da ¢e numericko rjesenje zaista aproksimirati tacno rjesenje polaznog difer-
encijalnog problema kada h,k, At — 0. Drugim rije¢ima, dobra aproksimacija
derivacija ne znac¢i automatski da je cjelokupna numericka metoda ispravna. Zbog
toga je pri rjesavanju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi numerickim metodama
nuzno razmotriti Siri okvir analize greske i ponasanja numericke sheme. U nas-
tavku uvodimo tri kljuéna pojma, a to su konzistentnost, stabilnost i konver-
gencija, te razmatramo njihovu medusobnu vezu, koja je formalizirana u Lax-
Richtmyerovom teoremu.

Pri rjesavanju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi numerickim metodama,
moramo se baviti sa tri fundamentalna izvora greske: greskom aproksimacije,
greskom diskretizacije i greskom zaokruzivanja. Greska aproksimacije pojavljuje
se zbog toga $to numericka shema rjesava problem koji nije tac¢no isti kao prob-
lem koji pokusavamo rijesiti. Aproksimativno rjesenje nase PDJ, dobiveno nu-
merickom shemom, moze se posmatrati kao tacno rjesenje nekog drugog prob-
lema. Da bismo okarakterisali $ta numericka shema zaista radi, potrebno je
razmotriti tri osnovna pitanja:

1. Konzistentnost. Numericka shema se naziva konzistentnom ako repreze-
ntacija konac¢nih razlika konvergira ka PDJ koju pokusavamo rijesiti, kada
prostorni i vremenski koraci teze nuli. Kada se prostorna i vremenska
se ne ¢ini relevantnom, ali se mora provjeriti kada se ove diskretizacije ne
posmatraju odvojeno. Drugim rjec¢ima, diskretni operator Ly, ;, aproksimira
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5.1 O metodi konaé¢nih razlika

diferencijalni operator L u smislu da lokalna greska odsjecanja, definarana
kao

Tij(h k) == Lk (w(wi, t5)) — L(u(zi, tj)),
tezi nuli kada h,k — 0.

Vazno je spomenuti da se konzistentnost provjerava analiti¢ki, a ne nu-
mericki. Pretpostavimo da postoji dovoljno glatko tacno rjeSenje u(x,t)
datog problema. U diskretnu shemu Ly x(u; ;) = 0 uvrsti se funkcija
u(z;,t;), a razlike se razviju Taylorovim redom u okolini tacke (z;,%;). Ako
dobijemo da je

7ig (hs k) = Lo (u(i, £5)) = O(W” + k9,

pri ¢emu su p i ¢ odgovarajuci redovi tacnosti, onda 7 ; — 0 kada h, k — 0,
pa je shema konzistentna.

2. Stabilnost. Numericka shema se naziva stabilnom ako male perturbacije
(na primjer u poCetnim podacima, rubnim uvjetima ili usljed zaokruzivanja)
ne dovode do nekontrolisanog rasta greske kada broj vremenskih koraka
tezi beskonacnosti; ekvivalentno tome, razlika izmedu numerickog i tacnog
rjeSenja ostaje ogranicena kada broj koraka tezi beskonacnosti.

3. Konvergencija. Numericka shema konvergira ako razlika izmedu nu-
merickog rjesenja u fiksnoj tacki u domenu interesa i ta¢nog rjesenja uni-
formno tezi nuli, kada prostorni i vremenski koraci teZe nuli (ne nuzno
nezavisno jedan od drugog). Drugim rjec¢ima, numericko rjesenje ug; tezi

ta¢nom rjeSenju u(z;,y;,t,) kada prostorni i vremenski koraci teze nuli.

Pokazalo se relativno rano da za parcijalne diferencijalne jednadzbe shema
konaénih razlika ne konvergira uvijek. Poznati su primjeri Richardsona! i primjeri
Courant, Friedrichs i Lewy?.

Sljedeci primjer pokazuje da konzistentnost sama po sebi bez stabilnosti nije
dovoljna za konvergenciju.

Primjer 5.1.1. Razmotrimo pocetni problem za linearnu transportnu jednadzbu

Up = Uy, reR, t>0, (5.1)
sa pocetnim uvjetom
COSQ Zz, ‘LE| S ga
u(z,0) = s (5.2)
0, || > 5

L. F. Richardson, Weather Prediction by Numerical Process. Cambridge University Press,
London 1922

23R. Courant, K. Friedrichs, H. Lewy, “Uber die partiellen Differenzengleichungen der math-
ematischen Physik,”Math. Annalen 100 (1928), 32-74
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5.1 O metodi konaénih razlika

RjesSenje. Tacno rjesenje ovog problema je jednostavno lijevo-propagirajuéi val
u(z,t) = u(x +t,0).
Pretpostavimo da ovaj problem rjesavamo numericki tzv. leapfrog shemom 3

Ujnt+1 — Ujn—1 _ Uj+1,n — Uj—1,n

2k 2h ’

(5.3)

gdje je h prostorni korak, k vremenski korak. Stavimo A = % Primijetimo da se
(5.3) uz ove oznake moze napisati kao

Ujn4+1 = Ujn—1 + )\(ujJrl’n — Ujflyn). (54)

Pocetne vrijednosti u; o i u;1 uzimaju se iz tanog rjeSenja u(z,t) u trenucima
7, 7, )

t=0it==k.

Ako je u dovoljno glatko taéno rjesenje (na primjer u € C*), tada je shema
(5.4) konzistentna sa (5.1) za svaki A, tj. lokalna greska odsjecanja 7;,, tezi nuli
kada h,k — 0. Naime,

o @y te) —u(zg tey)  u(@irnte) —w(@gog,te)
hr 2k 2h ‘
Razvijmo funkciju v pomoéu Taylorove formule u okolini tacke (z;,t,). Zat,+1 =
t, = k imamo

2 3

k k
u(xjatn:tl) = U :l: kut + ?utt :l: Euttt + O(kf4)7

gdje su svi izvodi izra¢unati u (x;,t,). Oduzimanjem slijedi

u(x;,t —u(xj,ty— k2
( J n+1)2k ( Jjrtn 1) Zut—FEUttt—Fo(ka)-
Za xj+1 = x; = h vrijedi
h2 3
u(xjilvtn) =u £ hu, + ?uxx + Eumm + O(h4)7

pa oduzimanjem dobivamo

2

(g1, tn) — u(zj—1,tn) = Uz + hfu +O(h?)

2h

Uvrstavanjem prethodna dva razvoja u 7;, dobivamo

k2 h?
4 4
i = (e + iy + O0)) = (1 + Tt + O(Y)).
3U ovom sluéaju, metod koristi centralnu razliku oko t, (vrijeme), zato se pojavljuju nivoi
n+1in—1. Takoder, koristi centralnu razliku oko z; (prostor), zato se pojavljuju ¢vorovi j+ 1
i j — 1. Dakle, metod "preskace”, tj. da bismo izracunali u; »41, trebamo u; 1 i vrijednosti
iz nivoa n.
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5.1 O metodi konaé¢nih razlika

Kako u zadovoljava (5.1), tj. u; = u,, vodeéi ¢lanovi se ponistavaju, pa je

k2 h?
Tj7n = Euttt — Fu‘mz + O(k4 + h4)

Iz jednadzbe u; = u, diferenciranjem slijedi da je uyy = Ugzes, pa je

k* — h?
6
Otuda posebno slijedi 7;,, = O(k?+h?), pa7j, — 0kada h,k — 0. Dakle, shema
(5.4), a samim tim i shema (5.3), je konzistentna sa (5.1). Primijetimo da se u

ovom zakljuéku ne namedée nikakav uvjet na odnos A = k/h, tj. konzistentnost
vrijedi za svaki .

Ugew + O(K* + hY).

Tjn =

Sada ¢emo ispitati stabilnost u ovisnosti od izbora A. Koristimo von Neuman-
novu analizu koja se sastoji u tome da pretpostavimo periodi¢ne (ili beskonacne)
uvjete tako da je Fourierova dekompozicija smislena i trazimo rjeSenje sheme u
obliku

Ui = Eme9) 0 € [—m, 7],
gdje je & faktor pojacanja (amplifikacije) po vremenskom koraku, a 6 diskretni
valni broj. Uvrstavanjem u (5.4), dijeljenjem sa ¢"~'e®/ mnozenjem sa 2k i
smjenom A = k/h dobivamo kvadratnu jednadZbu po &

€2 —2iAsinf& —1=0.
Cija su rjeSenja
€4 =idsind £ /1 — A2sin? 6

Ako je |\| < 1, onda je 1 — A?sin? § > 0 za sve 0, pa je korijen realan i vrijedi

e l? = (V1 - A%sin26)” + (Asin6)? = 1.

Dakle, za svaki Fourierov talas vrijedi |£| = 1, pa amplitude ne rastu sa n. Otuda
(u standardnom von Neumann smislu) shema je stabilna za |[A| < 1 i imamo éistu
propagaciju bez rasta amplituda.

U slucaju kada je |A| > 1 postoji € takav da je |sinf] > 1/|)|, pa je 1 —
A?sin? @ < 0 i korijen u izrazu za &4 je imaginaran,

V1—A2sin26 = iv/A2sin26 — 1.
Tada je
€ —idsinf+iv/ \2sin20— 1= z’()\sineﬁ: VAZsin2 6 — 1),

pa je

|Ex| = ‘)\sinei \/m‘
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5.1 O metodi konaénih razlika

Za a := |[Asind| > 1 vrijedi
a+vVaz—-1>1,

pa je za odgovarajuéi izbor znaka jedan od faktora pojacanja veéi od 1:

max{[&],Je- [} =a+ Va2 — 1> 1.

Zato postoji Fourierov talas ¢ija amplituda raste kao |£]™, tj. eksponencijalno
u broju koraka m, i shema je nestabilna za |A| > 1. Nestabilnost je naro¢ito
vidljiva za visoke frekvencije. Na primjer, za § = 7/2 (Sto odgovara oscilaciji sa
periodom 4 tacke mreZe, tj. u;j, ~ /) dobivamo uvjet |\| > 1 = |¢| > 1, pa se
takva brza oscilacija pobuduje i brzo dominira numerickim rjesenjem, Sto se u
praksi manifestuje kao “sawtooth” oscilacija.

A "}é‘\“\‘v'. =
g ‘*«*’ﬁ&#&"‘{«;z

N Q&’Q Q. ’:‘“

b) A=11

Slika 5.2: Stabilne i nestabilne leapfrog aproksimacije jednadzbe u; = u,.

Na granici |A| = 1 vrijedi |£4+]| = 1 za sve 6, pa je shema neutralno stabilna.
Ipak, za 8 = 7/2 (i sli¢ne visokofrekventne vrijednosti) karakteristi¢na jednadzba
ima dvostruki korijen, Sto znaci da je shema na ovoj granici osjetljivija na nu-
mericke perturbacije i moze razvijati nezeljene oscilacije.

Dakle, iako je shema (5.4) konzistentna za svaki A, ona konvergira ka ta¢nom
rjeSenju problema (5.1)—(5.2) samo u slu¢aju [A| < 1, tj. kada je ona stabilna. ¢

Za korektno postavljene linearne probleme pocetnih vrijednosti postoji pre-
cizna veza izmedu konzistentnosti, stabilnosti i konvergencija sadrzana u sljede¢em
fundamentalnom rezultatu, koji navodimo bez dokaza.

Teorem 5.1.1 (Lax-Richtmyerov teorem ekvivalencije). Za konzistentnu lin-
earnu shemu konacnih razlika za korektno postavljen pocetni problem, stabilnost
je ekvivalentna konvergenciji.

4P. D. Lax and R. D. Richtmyer, “Survey of the stability of linear finite difference equations”,
Comm. Pure Appl. Math. 9 (1956), 267293
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

5.2 Metoda mreza za jednadzbe eliptickog tipa

Pretpostavimo da treba naci priblizno rjesenje prvog rubnog problema za Laplaceovu
jednadzbu Au = 0. Data je parcijalna diferencijalna jednadzba

0%u  0%u
@ + ain - Ou (l',y) € Q7 (55)
i rubni uvjeti
u(z,y) = p(z,y), (z,y) €09, (5.6)

gdje je p(z,y) zadana funkcija. Pretpostavimo da je oblast 2 ograni¢ena prostom
zatvorenom i dio po dio glatkom krivom 99 (slika 5.3).

Aproksimirajmo oblast 2 kvadratnom mrezom €2, datom sa

Qh:{(xiayj>: zi-‘rl—xi:ha i:O717"'7 yj-i—l_yj:hv ]:07175 h>0}

Slika 5.3: Unutrasnji i rubni ¢vorovi mreze.

Dva ¢vora mreze €2, su susjedni ako je rastojanje izmedu njih duz koordinatnih
osa Oz i Oy jednako koraku h.

Za &vor (z;,y,) kazemo da je unutrasnji ¢vor ako pripada oblasti Q zajedno
sa njemu susjedna 4 ¢vora. Na slici 5.3 takvi ¢vorovi su prikazani ispunjenim
kruzi¢ima. Ako ¢vor mreze nije unutrasnji, onda kazemo da je to rubni cvor.
Ako rubni ¢vor ima susjedni unutrasnji ¢vor, onda ga zovemo rubni c¢vor prve
vrste. Na slici 5.3 rubni évorovi prve vrste su prikazani neispunjenim (praznim)
kruzi¢ima.

Ako rubni ¢vor nema niti jedan susjedni unutrasnji ¢vor, onda kazemo da je on
rubni ¢vor druge vrste. Na slici 5.3 ti ¢vorovi su prikazani praznim kvadrati¢ima.
Unutrasnji ¢vorovi i rubni ¢vorovi prve vrste se uzimaju u obzir prilikom rjesavanja
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

rubnog problema (5.5)—(5.6), a rubni ¢vorovi druge vrste se, po pravilu, ne uzi-
maju u obzir.

Ozna¢imo vrijednosti nepoznate funkcije u = w(z,y) u ¢&vorovima mreze
(%4, y;) sa u; j. U unutradnjim ¢vorovima mreze €, aproksimirajmo druge parci-
jalne izvode centralnim koli¢nicima konacnih razlika:

2
Fu w1y —2uij+ Ui
Ox? h? ’

(5.7)

2
Fu uijyr = 2uij+ Ui

Y2 h2 :
Na taj nacin, za svaki unutrasnji ¢vor mreze {2, dobivamo diskretnu Laplaceovu
jednadzbu

(5.8)

Ui = g (Uimrg + Uigr + U1+ Uigan), (5.9)

a odgovarajucu shemu zovemo 5-tackastom shemom.

Kod eliptickih jednadzbi nema vremenske evolucije, pa se stabilnost ne ispituje
von Neumannovom analizom. Umjesto toga, stabilnost i jedinstvenost rjesenja
5-tackaste sheme proizlaze iz diskretnog principa maksimuma.

Teorem 5.2.1 (Diskretni princip maksimuma). Neka u; ; zadovoljava diskretnu
Laplaceovu jednadzbu (5.9) u svim unutrasnjim cvorovima mreze Q. Tada se
maksimum i minimum funkcije u; ; na zatvorenoj mrezi Q, dostizu ma rubnim
cvorovima.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da wu;; postiZe strogi maksimum u nekom
unutrasnjem ¢voru (z;,y;). Tada je

U5 > Uitl,j, Ug,5 > Ug j+1-
S druge strane, iz diskretne Laplaceove jednadzbe (5.9) slijedi

1

Uij = Z(UHJ i1y + Ui -1+ Ui4),

Sto je aritmeticka sredina vrijednosti u susjednim ¢vorovima. To je mogucée samo
ako su sve susjedne vrijednosti jednake u; ;, Sto je u suprotnosti s pretpostavkom
da je maksimum strog. Analogno se iskljucuje i postojanje strogog minimuma u
unutrasnjem ¢voru. Dakle, ekstremi se mogu posti¢i samo na rubnim ¢vorovima.

O

Kao neposredna posljedica diskretnog maksimum principa slijedi jedinstvenost
rjesenja sistema (5.9) uz zadane Dirichletove rubne uvjete.

Za svaki rubni ¢vor prve vrste uzimamo
ui ;= u(@i,y;) =~ @i, y;)- (5.10)
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Na taj nacin rubni problem (5.5)—(5.6) aproksimiramo diferentnim problemom

(5.9)-(5.10). Ovaj sistem je nehomogen. Broj jednadzbi i varijabli je jednak broju

unutrasnjih ¢vorova mreze €. Sistem je saglasan i ima jedinstveno rjesenje jer

odgovarajué¢i homogeni sistem jednadzbi ima samo trivijalno rjesenje. Rjesavanjem
sistema diferentnih jednadzbi (5.9) dobivamo pribliZne vrijednosti rjeSenja v =

u(z,y) rubnog problema (5.5)—(5.6) u unutrasnjim ¢vorovima mreze 2.

Primjer 5.2.1. Metodom mreza naéi priblizno rjesenje jednadzbe
u  0%u
_— 4 — = 0
ox2 = 0y

koje na konturi kvadrata ABCD s vrhovima A(0,0), B(1,0), C(1,1) i D(0,1)
zadovoljava uvjete:

Au =

u|AB:0’ “|Bc:yz(1_y)’ U|CD:x(m2_1)v “|DA:0'

Za korak mreze uzeti h = %

Rjesenje. Vrijednosti rjeSenja u(z,y) u ¢vorovima (z;,y;) oznacit ¢emo sa u; ;.
Oblast 2, tj. kvadrat ABC'D i odgovarajuc¢a mreza €2, su prikazani na slici 5.4.
Iz rubnih uvjeta nalazimo

Upgo = U1p = Ugp = U39 = Ugl = Ug2 = Up3 = 0,

1 1\? 1 2
=ul1.=)=(= 1o)==
st “(3) <3 ( 3) 27
2 2

9 = 1.2)=(2
Uu32 u(,3> <3

)

woo = u(1,1) = 0,
(ORI
(33

Za unutrasnje ¢vorove mreze €2, imamo:
1
upp = 1(0+0+U12+U21)7
_ ! 0+ + + 2
U21 = 1 U1l T U22 o7 )7

1 8
w2 = o u1r + 0+ ue — — |,

27
A 10
U22—4 U21 T~ U12 o7 o7 |
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0]
Up3 U3 U3 Uus:
Uo9 U19 U229 U3
uo U1 U21| U3
Oo—> T
Uod A U10 U20 uso B

Slika 5.4: Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.1.

Sada jednostavno nalazimo:

u;; =0 wupp=— U] = Uy = —

2 1
27’ 54’ 18

Dobiveno priblizno rjesenje mozemo shematski prikazati kao na slici 5.5.

Slika 5.5: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.1.

¢

Ocijenimo ta¢nost aproksimacije izvoda pomoc¢u formula (5.7) i (5.8). Pret-
postavimo da je u(z,y) € C*(2) i primijenimo Taylorovu formulu

0 0 7]

2
flea+hy+k)=f(z,y)+ ((%iH— ;yk:) f(ac,y)+% (&xh+ 8yk> f(z,y)

1 /0 o \"
(5.11)
gdjeje 0 < 0 < 1.

Moguce je koristiti razli¢ite sheme. Ovdje ¢emo uzeti da je h = k, tj. uzeéemo
da su koraci duz koordinatnih osa jednaki i posmatrati dvije najcesée primijenji-
vane sheme.
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Prva osnovna shema. Posmatrajmo kvadrat sa centrom u tacki A(z,y) i
srediStima stranica u tackama B(z — h,y), C(x + h,y), D(x,y+ h) i E(z,y — h)
(slika 5.6).

D(z,y + h)

h

B(z — h,y) h Alz,y) C(z + h,y)

h

E(z,y —h)

Slika 5.6: Prva osnovna shema.

Izrazimo vrijednosti funkcije u(x,y) u tackama B,C, D i E preko vrijednosti
te funkcije i njenih izvoda u centralnoj tacki A(zx,y).

Primjenom Taylorove formule (5.11) redom nalazimo:
h Qu(z,y)  h* 0Pu(z,y)

u(x - h’y) = u(x,y) -

o 11 Oz ) 42!W
_%% %W, 0<6; <1,

(e + hy) = u(w,y) + 1 200 | R OY)
g% %w, 0<0y <1,

u(x,y—h):u(x,y)_ﬁauézy)_’_lja%é(yﬁg’y)
_}gw ZTW, 0<f;<1;
+§W+$W, 0<6y<1.

Ako saberemo ove ¢etiri jednakosti, dobi¢emo
u(z —h,y) +u(x+hy) +u(z,y —h) +u(@,y+h) = du(z,y)

0%u(z, 0%u(z,
+ h? ( Un) | a(yz y)) + Ra(a,y),

382




5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

gdje je
Rt [0*u(z — O1h,y) 0wz + Oah,y)  Otu(x,y —0Osh)  'u(z,y+ 04h)
R - K Y K b
n(7,9) 4! Ox4 + Ox4 + oy* + Oy* ’
pa imamo

w(x — h,y) +u(z + h,y) + u(z,y — h) + u(z,y + h) = 4u(z,y) + h*Au + O(h?),

odnosno

1

Au:ﬁ

[U(ZC —h, y) + 'LL((E + ha y) + u(xv Y- h) + u(xv Y+ h) - 4’(1,(:1,‘, y)}+0(h2)

(5.12)
Jednakost (5.12) izrazava Laplaceov operator Au preko koli¢nika kona¢nih razlika
i naziva se prvi osnovni konacnodiferentni oblik Laplaceovog diferencijalnog oper-
atora. Ako se zanemari ostatak O(h?), onda dobivamo priblizno predstavljanje
Laplaceove jednadzbe Au = 0 pomocu sljedeée diferentne jednadzbe

[u(z — h,y) +ulz+ h,y) +ulz,y — h) +u(z,y + h)], (5.13)

RNy

u(z,y) =

Sto je, u stvari, jednakost (5.9).

Druga osnovna shema. Posmatrajmo sada kvadrat sa centrom u tacki A(z,y)
i vrhovima (slika 5.7):

B(Jf—h,y—'—h), C($+h,y+h),
D(x+h,y—h), E(x—h,y—h).

B(z — h,y+ h) C(z+h,y+h)
® 0

e O
E(x —h,y — h) D(z + h,y — h)

Slika 5.7: Druga osnovna shema.

Izrazimo vrijednosti funkcije u(x, y) u tackama B, C, D i E preko vrijednosti te
funkcije i njenih izvoda u centralnoj tacki A(x,y). Primjenom Taylorove formule
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(5.11) redom nalazimo:

_ h [ou(z,y)  du(z,y)
W [QPu(z,y)  Ou(a,y)  Ou(z,y)

+2![ Oz2 -2 0x0y * Oy? }

PP [Pulzy)  Puwy) | Pulry)  Pulz,y)
3! oz 0z20y 0x0y? oy3
o o\

T (833 + 8y> u(&1,m);

_ h [Ou(z,y)  du(z,y)
u(x—l—h,y—l—h)-u(a:,y)—f—l![ o + 3y
B [Pu(z,y) | Pulry) | 0Pu(z,y)

o [ 02 2 owdy T oy }

L [Pulay)  JOPulwy) | 0Pu(zy)  Fulzy)
3! Oz 0z20y 0x0y2 oy3
o o\

T (833 + 8y> u(&2,1m2);

_ h [Ou(z,y)  Ou(z,y)
u(x—l—h,y—h)-u(a:,y)—f—l!{ o a9y

N R [Pu(x,y) ,0%u(z,y)  O*u(z,y)

2! Ox? Ox0y oy?

LR [Puy)  Pulry)  Puy)  Fulzy)
3! Oz 0z20y 0x0y? oy3
o o\

T (833 - 8y> u(&3,m3);

_ h [ Ou(z,y) Oulz,y)
u(m—h,y—h)—u(sc,y)—i—l!{ o ay
h? [Q%u(z,y) | Ou(@,y)  O%u(z,y)

+2!{ O0x? 2 0x0y 0y? }

L[ Py Pulry)  Fuly)  Pulzy)
3! ox3 0z20y 0x0y? oy3
o o\

0 (8:5 - 6y> u(&a,7m4);
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Ako saberemo ove ¢etiri jednakosti, dobi¢emo

2 2
+2h2 (8 U(l‘vy) + 8 u(x’y)> +Rh(xay)7

Oz? Oy

gdje je

/7o  o\* o o\*
Ry(z,y) = i [ <8x + 8y> u(&1,m) + (695 + é?y) u(&2,m2)

a 9\ o 9\
+ <8:1c + 8y> u(&3,m3) + (8:5 - 8y> U(§4,774)],
pa imamo
1
Au:m{u(m—h,y—l—h)—|—u(m+h,y+h)—|—u(m+h,y—h)—l—u(m—h,y—h)

— 4u(x, y)] + O(h?).

Ako se zanemari ostatak O(h?), onda dobivamo priblizno predstavljanje Laplaceove
jednadzbe Au = 0 pomocu sljedeée diferentne jednadzbe

(5.14)

A~

u(z,y) =

S$to se moze koristiti umjesto (5.13).

Na taj nacin zakljucujemo da se za svaki unutrasnji ¢vor mreze {2;, moze
koristiti jedna od sljede¢ih shema (slika 5.8).

Slika 5.8: Prva i druga osnovna shema.

Pretpostavka da su koraci mreze duz koordinatnih osa h, = h = x;41 — x;
ihy =k = yj41 —y; jednaki, tj. da h = k nije nikakvo ogranicenje; formule
analogne formulama (5.13) i (5.14) dobivaju se na slican nadin.
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Iz prethodnih razmatranja lako zakljucujemo da su i prva i druga osnovna
shema konzistentne pod pretpostavkom da je u € C*(Q). Naime, iz (5.12) i
(5.14) slijedi da je lokalna greska odsijecanja reda

7ij(h) = O(h*) - 0 kada h — 0,

za sve unutrasnje ¢vorove (i,7). Stoga su i prva osnovna (5-tackasta) i druga
osnovna (dijagonalna) shema konzistentne.

Ako su prostorni koraci h i k razli¢iti, dobiva se analogno da je lokalna greska
odsijecanja reda

7i;(h, k) = O(h* + k%) = 0 kada h,k — 0,
pa su i u tom sluc¢aju sheme konzistentne.

Metoda mreza primjenjuje se i za rjesavanje rubnog problema za Poissonovu
parcijalnu diferencijalnu jednadzbu Au = f(xz,y), tj.

2 2
o+ 5 = F@)
gdje je f(z,y) zadana funkcija. Pokazimo to na sljedeéem primjeru.
Primjer 5.2.2. Rijesiti rubni problem

u  0%*u

PR it

gdje su vrijednosti trazenog rjesenja na konturi zadate na slici 5.9.

6 5
70 0 4
8 3
3
9 T 2
100 o 1
7 4

6

Slika 5.9: Rubne vrijednosti iz Primjera 5.2.2.

Rjesenje. Oznacimo vrijednosti trazenog rjesenja u(x, y) u unutrasnjim é¢vorovima
mreze na sljede¢i nacin: w11 = a, us; = b, u12 = ¢, ugs = d. Koraci mreze su



5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Vrijednosti rjesenja u ¢vorovima mreze (rubnim i unutrasnjim) mozemo prikazati
kao na slici 5.10.

Slika 5.10: Vrijednosti u ¢vorovima mreze iz Primjera 5.2.2.

Odgovarajuéi diferentni problem svodi se na rjesavanje sljedeteg sistema:

b—2a+9 d—2a+7

2t =t
2—-2b+a c—2b+4
2t —h
c—2d+8 6—-2d+a
2 T =t
3—2c+d 5—-2c+0b
2 + 12 =—1.
Rjesenje posljednjeg sistema je dato sa
J— 107 T 82 112
1 T T YT

RjeSenje mozemo prikazati i na sljedeéi nacin (slika 5.11).

Slika 5.11: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.2.

387
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Primjer 5.2.3. Metodom mreza naéi priblizne vrijednosti rjesenja u = u(z,y)
jednadzbe
Pu  0%u
4+ =0
ox? = Oy?
u krugu K = {(z,y) : 22 + y?> < 4} koje na konturi (rubu) kruga, kruZnici
k= {(z,y) : 22 + y* = 4}, zadovoljava uvjet u(x,y)’k = 22y

Rjesenje. Zbog simetricnosti dovoljno je posmatrati jednu ¢etvrtinu kruga, na
primjer Cetvrtinu kruga u prvom kvadrantu (slika 5.12). eka je korak mreze
hy =hy =1

)
A
Uy 2 Uo Ui y
A
Uz LA U, Uiy Uz
F Uoz G ullz
G Uiy
U0 U1 Uo0 Ui 20 T \
w U, Uy U, u
-2 0 2 C o1 5 11 2:7 E2I1
Uz Uy of U1 Uy oy 201
oo Uio Uso T
0 A B
Uy o _2 U2 Uy -2

Slika 5.12: Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.3.

Oznacimo vrijednosti rjeSenja u = u(z, y) u évorovima (x;,y;) = (i,) sa u; ;.
U rubnim &vorovima je up = u(2,0) = ugp = 2202 = 01 up = u(0,2) = ugz =
02 .22 = 0. Cvoru mreZe E najbliza je tacka E’ konture k, pa uzimamo

up = ug = up = uh =u(v3,1) = (V3)2-1=3,
i analogno
UG = U2 =~ ul(; = u;.2 = u(17\/§) — 12 . (\/g)Q —3.

Za unutrasnje ¢vorove, vodeéi rac¢una o simetri¢nosti, imamo sljedeée diferentne
jednadzbe

Uiy = g (Uim1g + Ui+ Uij-1 + Uigen) -

Dakle,
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1 1
Ugp = Z(U—1,0+U10 +ug,—1+up1) = U = Zuw;
1 1
Uyp = Z(uoo Fugo +ur —1+uil) = up = Z(UOO + 0+ 2uq1);
1 1
Ul = Zl(um +u921 + U2 +U10) = U = Z(Zul() +2- 3)
Odavde dobivamo ugg = %, Uy = %, U = %, pa rjeSenje mozemo prikazati

na nacin kao na slici 5.13.

Slika 5.13: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.3.

Nije tesko provjeriti da je tacno rjesenje postavljenog zadatka funkcija

1
u(z,y) = 2%y + 3 (16 — (z® + y*)?).

Slika 5.14: Tacno rjeSenje u = u(x,y) (narandzasto), tacke u; ; (crveno), xy ravan
(plavo), aproksimacija rjeSenja (zeleno) iz primjera 5.2.3.
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

¢
Primjer 5.2.4. Metodom mreza naci priblizno rjeSenje jednadzbe
u  0%u .
T T oy — )3
o2 T o (y —z)
koje na konturi AOAB sa vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1) zadovoljava uvjete
ulpa =0, ul,y=21-2), ul,,=0.

Za korake mreze uzeti h, = hy = i.

Rjesenje. U rubnim Cvorovima prve vrste (prazni kruziéi na slici 5.15) na
osnovu rubnih uvjeta nalazimo:

Ugp = U109 = U0 = ugg = 0,

U1l = Uz = u33z = ugq = 0,

Ug1 = Ug2 = Ugz = 0.

B ua4

Uq3

U4q2

Uq1

Uu4q0

LA

=l
=
N[
0o

Slika 5.15: Mreza ¢vorova iz Primjera 5.2.4.

Za unutrasnje ¢vorove (ispunjeni kruzié¢i) imamo sistem diferentnih jednadzbi:

oo — (L1, us— 202140 02w +0 (1 1 °
AT\ 20a) (1) 2 T\a 2
4 4

w u<3 1) 0—2’LL31 +U21+U32—2U31+0 2<1 3>3

31 = -7 ] 3 3 = - - — ,
4 (3) (3) 14

U<3 ].) 0—2U32+0 0—2'LL32+’LL31 - <1 3)3

42 '

(3)° (3)°

[\

2 4

Ug2 = =
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

b= 17

= 35840 @ =

Rjesenje gornjeg sistema je ¢ =
na slici 5.16.

3 s e v .. .
To93 1 rjesenje je prikazano

_3
17927

Slika 5.16: Vrijednosti u ¢vorovima mreze iz Primjera 5.2.4.

Primjer 5.2.5. Metodom mreza sa korakom h = 0.5 rijesiti rubni problem

0%u 0%

922 + (97;2 = el®vl, (r,y) € u= COS($2?J2)7 (r,y) € 09,

gdje je @ = {(z,y) | |x| + |y| < 1}. Racunati na Cetiri decimale.

RjesSenje. Problem je simetrican u odnosu na koordinatne ose i pravu y = x,
te se moze racunati samo u osmini kvadrata. Ako je u koordinatnom pocetku
¢vor (0,0), onda shemu piSemo u dva unutrasnja ¢vora (0,0) i (1,0),

duig — dugg = 0.25,  wugg + ugg + 2u11 — 4u1g9 = 0.25,
a vrijednosti rjesenja u rubnim ¢vorovima usg i w11 su zadate rubnim uvjetom.

Rjesenje zadatka je prikazano na sljedecoj slici.
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Slika 5.17: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.2.5.

Dobiveno rjesenje mozemo prikazati i tabelarno na sljedeé¢i nacin:

Tla0 |05 0.0 0.5 1.0
vi
-1.0 1
0.5 0.99805 | 0.89453 | 0.99805
0.0 1 | 089453 | 0.83203 ] 0.89453 | 1
0.5 0.99805 | 0.89453 | 0.99805

1.0 1

¢

Primjer 5.2.6. Neka je 2 oblast ograni¢ena pravim z = 0, y = 0, z = 1.5,
y=15y=x—1,y =241, 1ineka je 0 njen rub. Aproksimirati rubni problem

0%u 0%
@+67y2:‘x_y" (z,y) € Q,
u=5, (x,y)€ N,

diferentnom shemom na kvadratnoj mrezi sa korakom h = 0.5. Zadatak rijesiti
racunajuéi sa cetiri decimale.

RjeSenje. Slobodni ¢lan jednadzbe, rubni uvjeti i oblast €2 su simetri¢ni u
odnosu na pravu y = x, te se zadatak moze rjesavati samo u polovini Sestougaone
oblasti i rjesenje simetricno preslikati u ostatak oblasti. Vrijednosti rjesenja u

392



5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

rubnim ¢vorovima mreze u1g = ugp = Uz; = uzz = 2, pri cemu je koordinatni
pocetak oznacen kao ¢vor (0,0), su date taéno. Za unutrasnje ¢vorove imamo
sistem diferentnih jednadzbi:

Uzl — 2u1; = =5, wupr —4uie +ue = ——, Uz — 2ugy = —5.

8 Y

Rjesavanjem sistema dobivamo priblizne vrijednosti rjesenja u unutrasnjim ¢vorovima

Yl 0.0 0.5 1.0 1.5
Y;
0.0 5 5 5
05 5 19792 | 4.9583 5
1.0 5 19583 | 4.9792 5
15 5 5 5

¢
Primjer 5.2.7. Metodom mreza sa korakom h = 0.5 rijesiti rubni problem
?u  0%u
—+—-—=0 Q
02 T =0 (z,y) €Q,

w=lz|+yl, (z,y)ec o,
gdje je @ = {(z,y) | |z] < 1,[y[ < 1}.

Rjesenje. Problem je simetrican u odnosu na koordinatne ose te se moze
rjeSavati samo u prvom kvadrantu. Ako je u koordinatnom pocetku ¢vor sa in-
deksima (0, 0), onda shemu pisemo u unutrasnjim ¢vorovima sa indeksima (0, 0),
(1,0), (0,1) i (1,1), a u rubnim évorovima (2,0), (2,1), (1,2) i (0,2) vrijednosti
rjesenja su zadate rubnim uvjetom. RjeSenje zadatka je

a0 | 05 0.0 0.5 1.0
vi
1.0 2 15 1 15 2
0.5 15 | 1375 | 125 | 1375 | 15
0.0 1 125 | 125 | 1.25 1
0.5 15 | 1375 | 125 | 1375 | 15
1.0 2 15 1 15 2
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Primjer 5.2.8. Metodom mreza sa korakom h = 0.5 rijesiti rubni problem

%u  O%u
@‘5‘@—”:%%2» (r,y) € Q,

U= cosz(:cy), (z,y) € 09,

gdje je @ = {(z,y) [ |z[ <L, Jy[ < L |e —y| <1}.

RjeSenje. Problem je simetri¢an u odnosu na prave y = z iy = —x, te se moze
rjeSavati samo u Cetvrtini Sestougaone oblasti. Ako je u koordinatnom pocetku
¢vor (0,0), onda shemu piSemo u unutrasnjim ¢vorovima (0,0), (1,0) i (1,1), a
u rubnim ¢vorovima (1,—1), (2,0), (2,1) i (2,2) vrijednosti rjesenja su zadate
rubnim uvjetom. RjeSenje zadatka je

il 1.0 05 0.0 05 1.0
yj
210 | 020103 ] 077015 | 1

-0.5 0.77015 | 0.73969 | 0.8095 | 0.93879

0.0 1 0.8095 | 0.76188 | 0.8095 1
0.5 0.93879 | 0.8095 | 0.73969 | 0.77015
1.0 1 0.77015 | 0.29193

¢

Primjer 5.2.9. Diferentnom shemom sa korakom h = 0.25 rijesiti rubni problem

%u 0%
Tt —u=1 0
o2 T T v=h (z,y) € Q,

u=cosx+cosy, (x,y)€ o,

gdje je @ ={(z,y) | |[z] <1,|z| =1 <y < 1-—|z|}. Ratunati sa pet decimala.

RjeSenje. Problem je simetrican u odnosu na koordinatne ose i prave y =
x iy = —x, te se mozZe rjeSavati samo u osmini kvadratne oblasti. Ako je u
koordinatnom pocetku ¢évor (0,0), onda shemu piSemo u unutrasnjim ¢vorovima
(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,1) i (2,1), a u rubnim ¢évorovima (0,4), (1,3) i
(2,2) vrijednosti rjesenja su zadate rubnim uvjetom. Rjesenje zadatka u prvom
kvadrantu je
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

i 0 0.25 0.5 0.75 1
yj

0 1.3426 | 1.3792 | 1.4712 | 1.5631 | 1.5403
0.25 1.3792 | 1.4259 | 1.5484 | 1.7006
0.5 1.4712 | 1.5484 | 1.7552
0.75 1.5631 | 1.7006

1 1.5403

Dobivene vrijednosti rjeSenja treba simetri¢no preslikati u ostatak oblasti sa-
glasno uocenoj simetriji. ¢

Primjer 5.2.10. Metodom mreze sa korakom h = 0.5 rijesiti rubni problem

%u  O%u 2 2
@4»87:(/27(1’79) +(y79)’ (I’y)GQ’
u=1, (z,y) € 0Q,

gdjeje Q= {(z,y) | (x—9)?+(y—9)? < 1}. Sve &vorove unutar oblasti ) tretirati
kao unutrasnje, a u spoljasnjim ¢vorovima rjesenje aproksimirati interpolacijom.

9

Rjesenje. Posto je Laplaceov operator invarijantan u odnosu na smjenu £ =
r—9,n=1y—9, problem ¢emo zbog jednostavnosti rjesavati u {n koordinatnom
sistemu.

0?u  0%u 5 9

—_— _— = Q

852 + 8772 € + m, <§7 77) € 8y,
u =1, (ga 77) € ana

gdjeje Q1 = {(&, 1) | €24n? < 1}. Problem je simetri¢an u odnosu na prave & = 0,
n =01in=¢, te Cemo ga rjesavati u jednoj osmini kruga €2;. Pribliznu vrijednost
rjeSenja u rubnom ¢évoru (2,1) (centar kruga je ¢vor (0,0)) nalazimo linearnom
interpolacijom pomoéu vrijednosti u évoru (1, 1) i tacki na rubu A(v/3/2,1/2)

1 1
E(Ugl —u11) = S(UA —up), 0= \/3/2 —1/2.

Tacka A pripada rubu pa je uq = 1. Stoga je
ug; = —0.36603u17 + 1.36603.

Rubni évor (2,0) pripada rubu, pa je ugg = 1. U unutrasnjim tackama mreze
jednadzbu aproksimiramo shemom

duyp — dugp = 0,
ugo + o + 2u11 — 4u19 = 0.0625,
2u1g + 2u91 — 4uq; = 0.125.
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5.2 Metoda mreza za jednadzZbe eliptickog tipa

Rjesenje sistema linearnih jednadzbi je priblizno rjesenje zadatka

Y80 8.5 9.0 9.5 10.0
Yj
8.0 101795 | 1 1.01795
85 | 1.01795 | 0.95097 | 0.94648 | 0.95097 | 1.01795
9.0 1 0.94648 | 0.94648 | 0.94648 | 1
95 | 1.01795 | 0.95097 | 0.94648 | 0.95097 | 1.01795
10.0 101795 | 1 1.01795

Primjer 5.2.11. Rijesiti rubni problem

Uy P
Ox? oxdy = 0y
u=1, (x,y) € 0,

gdje je @ = {(z,y) | 22% — zy + y* < 1} sa korakom h = 0.5. Za vrijednosti
rjeSenja u rubnim ¢vorovima uzeti vrijednosti rjeSenja u najblizim tackama na
rubu.

07 (x7 y) E Q?

RjeSenje. Smjenom £ = x—2y i n = x dati problem se svodi na rubni problem

Pu o
0¢2  On?

u=1, (&n)€ o9,

definiran u elipsi Q = {(&,7) | (g)2 +n? < 1} sa rubom ). Simetrija oblasti
i parametara problema u odnosu na ose £ = 0 1 n = 0 omogucava rjesavanje
problema samo u prvom kvadrantu. Ako je centar elipse ¢vor (0,0), onda su
rubni ¢vorovi (4,0), (3,1), (2,2), (1,2) i (0,2) i vrijednost rjeSenja u njima prema
postavci zadatka jednaka 1. Diskretizacija jednadzbe u unutrasnjim ¢vorovima
daje sljedeéi sistem linearnih jednadzbi:

=0, (f, n) € ﬁ?

2u19 + 2ug1 — 4ugg = 0,

ugo + u20 + 2u11 — 4uig =0,

u10 + usg + 2u91 — dugo = 0,

ug20 + ugo + 2uz; — 4duzo = 0,
2u11 + up2 + 2ugo — 4upr =0,
Uo1 + w21 + U1z + urg — 4uir =0,

U1y + uz1 + uge + ugp — 4ugy = 0.
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5.3 Rjesavanje Dirichletovog rubnog problema
metodom iteracije

Cije je rjesenje
Upp = U10 = Ugp = Uzp = Ugp = Upl = U1l = U2l = U3] = Up2 = Uiz = Uz = L.

¢

Za ocjenu tacnosti pribliznog rjeSenja, dobivenog metodom mreza, postoje
teorijske ocjene ili formule za izraCunavanje greske — razlike izmedu tacnog i
pribliznog rjesenja. Medutim, te formule su vrlo sloZene i njihova primjena je
prakti¢no vrlo teska. Zbog toga se priblizno rjesenje nalazi uzimajuéi za korake
mreze h i 2h. Ako se te vrijednosti poklapaju u granicama trazene tacnosti, onda
se smatra da je dobiveno priblizno rjesenje korakom h zadovoljavajuce.

U suprotnom slucaju treba izracunati priblizno rjesenje sa korakom % i upo-

rediti ga sa prethodnim pribliznim rjesenjem koje je dobiveno korakom h. Ovaj
postupak se nastavlja sve dok se ne dobije zadovoljavajuce priblizno rjesenje.

5.3 Rjesavanje Dirichletovog rubnog problema
metodom iteracije

Sada se bavimo problemom trazenja pribliZznog rjeSenja u = u(x,y) parcijalne
diferencijalne jednadzbe

0w 0%u
922 + 02 0, (w,y)€q, (5.15)

u oblasti 2 koje na rubu 02 posmatrane oblasti zadovoljava rubne uvjete

u(x,y) = Qp(l‘vy)’ (x,y) € 09, (516)

pri ¢emu je o(z,y) zadana funkcija. Kao sto smo vidjeli, koriste¢i metodu mreza,
rubni problem (5.15) — (5.16) svodi se na sistem diferentnih jednadzbi

1
Ui = 3 (Wi1g +Uisrg + Uigo1 +Uijr), (5.17)

za svaki unutrasnji ¢vor mreze 2, a za svaki rubni ¢vor uzimamo

i = u(zi,y;) = @z, y;)- (5.18)

Rjesavanjem diferentnog zadatka (5.17) — (5.18) dobivamo vrijednosti pribliznog
rjeSenja rubnog problema (5.15) — (5.16).

Ako je broj ¢vorova Qy, velik, onda je rjesavanje sistema (5.17) vrlo tesko zbog
obimnog ra¢unanja. Osim toga, ako je rub 99 oblasti 2 kriva linija (kruznica,
elipsa i sli¢no), onda u rubnim ¢vorovima imamo, prema (5.18), priblizne vrijed-
nosti male tacnosti. Zbog toga se sistem jednadzbi rjesava nekom iterativnom
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metodom iteracije

metodom. Dakle, za unutrasnje ¢vorove (x;,y;) mreze €, koristi se iterativni
proces definiran formulom

1
k+1 k k k k
uEJ ) = 1 (uﬁ_}j + ul(-+)1’j + ul(-,j)_l + “1(',3')+1) , k=0,1,2,...,

gdje se za pocetne vrijednosti “z('(i)ua uE?Lw ug?j)_l, u,g?j)ﬂ obi¢no uzimaju vri-
jednosti dobivene metodom mreza, linearnom interpolacijom ili nekom drugom
aproksimacijom. Ovaj iterativni postupak poznat je kao Jacobijeva metoda. Za
rubne ¢vorove Ay mreze €2, vrijednosti se u svakoj iteraciji koriguju linearnom
interpolacijom (slika 5.18),

u® (43) = u(4) = p(A),

uM(B) — u(4)

u D (A) = u(4) + =

8, k=0,1,2,...,

gdje je A tacka na rubu 02 koja je najbliza unutrasnjem ¢voru A; mreze €, a
4 > 0 je udaljenost tacke A od ¢vora Ay,.

h Q a0

B h 4 6

Slika 5.18: Korekcija rubnih ¢vorova mreze metodom linearne interpolacije.

Potpuno je jasno da je 6 = 0 ako je A, = A i tada je
u D (4) = u(A) = (A).

Jasno je da se metoda iteracije moze primijeniti i za rjesavanje rubnih problema
drugih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, ne samo za posmatrane Laplaceove
jednadzbe.

Za Dirichletov problem za Laplaceovu jednadzbu ovaj iterativni postupak
konvergira prema rjesenju diferentnog sistema.

Primjenu opisane iterativne metode ilustrujemo u sljede¢em primjeru.

Primjer 5.3.1. Rijesiti rubni problem metodom iteracije za sljede¢u Poissonovu
jednadzbu
Pu 0%u
— 4t — = ]_
oxr2 = Oy
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5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

u oblasti prikazanoj na slici 5.19, gdje su zadane vrijednosti rjesenja na rubu.

6 5
70 0 4
8 8 5 3

3

9 5 g 2
100 o1

7 4

6

Slika 5.19: Rubne vrijednosti iz Primjera 5.3.1.

RjesSenje. Priblizne vrijednosti rjeSenja za unutrasnje ¢vorove mreze nalazimo
primjenom linearne interpolacije i te vrijednosti uzimamo za pocetne vrijednosti
iteracije:
_ 0 _ 4 a. _ 0 _ 4. _ 0 _-q _ 0 _
Ug =1u; =43; up=1uy =4.6; uc=1uy =7.6; up=uy =7.3.
Koristeti formule
2 2
0w uig1j — 25 Fuicy 0%u W1 — 25 F Ui
2 ™ 2 ’ 2~ 2 ’
Ox h? Oy h;

gdje je hy = 21 hy = 1, dobivamo, poslije sredivanja, za unutrasnje ¢vorove:

1
Ui = 55 Witrg + Uio1g + i1 + Yuij1 = 9).

Primjenom iterativnog procesa

k+1 1 k k k k
“E,j ) = 20 (u§+)1,j + ug_)lyj + 9“1(',j)+1 + 9u§,j)_1 - 9) , k=0,1,2,...,

dobivamo da je:

uﬁ) = 3.44; ug) = 3.68; ué;) = 5.44; u(271) = 5.78.

5.4 Metoda mreza za jednadzbe parabolickog tipa

Primjenu metoda mreza za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi para-
bolickog tipa razmotricemo na primjeru jednadzbe provodenja toplote u ho-
mogenom tankom Stapu

ou  0%u
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

gdje je | duZina Stapa, u = u(x,t) temperatura, a ¢ vrijeme. Neka je u pocetnom
trenutku ¢ = 0 zadana raspodjela temperature (pocetni uvjet)

u(z,0) = f(x), (5.20)

gdje je f(x) zadana funkcija, i neka je zadan zakon promjene temperature u
zavisnosti od vremena (toplotni rezim) na krajevima Stapa x = 01 x =1 (rubni
uvjeti)

U(Oat) = g(t)v u(lat) = h(t)a (521)
gdje su g(t) i h(t) zadate funkcije. Problem (5.19)—(5.21) je mjesoviti problem.

Treba naéi raspodjelu temperature v = u(x,t) duz Stapa u proizvoljnom
trenutku vremena t. Zadatak ¢emo rijesiti metodom mreza. Zat > 0i0<x <1
konstruisa¢emo pravougaonu mrezu (slika 5.20):

I-0 1
ri=1th, 1=0,n, h= — = (h je korak duz prostorne ose Ox),
t; =4k, j=0,1,2,..., (k je korak duz vremenske ose Ot).
t
A
k
x
h l

Slika 5.20: Pravougaona mreza.

Neka je k = oh?, gdje je o konstanta. Dakle, koraci duz prostorne i vre-
menske ose mogu biti razliCiti, ali njihov odnos je kontrolisan veli¢inom o. Ako
uvedemo oznaku u; ; = u(x;,%;), onda jednadzbu (5.19) mozemo aproksimirati
odgovaraju¢om diferentnom jednadzbom

Uiyj+1 = Wiyj _ Witl,j — 2Uij + Ui

: = o , (5.22)

pri Cemu je aproksimacija izvoda po vremenu radena diferencijom unaprijed, a po
prostoru centralnom diferencijom. Jednadzbu (5.22) moZemo napisati u obliku

Ui i1 = (1= 20)u;j + o(Uit1,j + wi-1,5) (5.23)

Iz formule (5.23) zaklju¢ujemo da, ako znamo vrijednosti rjesenja u(zx, t) u tackama
Jj-tog sloja mreze t; = jk, onda mozemo izracunati vrijednost rjeSenja u(z,t) u
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5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

tackama sljedeéeg, (j+1)-vog sloja t;41 = (j+1)k. Ova shema se naziva eksplic-
itnom jer se vrijednosti u sloju j+ 1 racunaju direktno iz ve¢ poznatih vrijednosti
u sloju j, bez rjesavanja sistema jednadzbi. U formuli (5.23) sadrzana su cetiri
susjedna ¢vora. Odgovarajuca eksplicitna shema prikazana je na slici 5.21.

(5 +1)

(7 + 1)-vi sloj

h h

T T T j-ti sloj

(7;7 17j) (7’)]) (i+ 17j)

Slika 5.21: Eksplicitna shema za PDJ parabolickog tipa.

Dakle, iz pocetnog uvjeta (5.20) izra¢unavamo pocetne vrijednosti
uio = u(x;,0) = f(z;), i=0,n,
a iz rubnih uvjeta (5.21) izra¢unavamo vrijednosti na rubu
uo; = u(0,t;) = g(t;), wunj =u(l,t;) =h(t;), 7=0,1,2,....

Dalje, primjenom formule (5.23) izra¢unavamo vrijednosti u; ; = u(x;,t;) u un-
utrasnjim ¢vorovima, sloj po sloj.

k
Parametar ¢ = 72 je bezdimenzioni parametar i povezuje vremenski i pros-

torni korak. Analogno onome s$to smo vidjeli kod leapfrog sheme (vidjeti Primjer
5.1.1), stabilnost se i ovdje ispituje pomoc¢u faktora poja¢anja u von Neuman-
novoj analizi: pretpostavlja se Fourierov oblik rjeSenja u; ; = &7¢'% i analizira se
veli¢ina [£(6, 0)|. U eksplicitnoj shemi to dovodi do ograni¢enja 0 < o < %, jer za
vece vrijednosti o postoji valni broj € za koji |£(0, )| > 1, pa se visoke frekvencije
eksponencijalno pojacavaju, slicno pojavi koju smo uocili kod nestabilne leapfrog
sheme. Nasuprot tome, za shemu u kojoj je izvod po vremenu aproksimiran difer-
encijom unazad (tzv. implicitnu shemu) vrijedi |£(0,0)| < 1 za sve 0 i sve o > 0,
zbog ¢ega je ona bezuslovno stabilna.’

Primjer 5.4.1. Rijesiti mjesoviti problem

ou 0%u
ot 0x?’
u(z,0) =22, 0<x<1, u(0,t)=2t wu(l,t)=2t+1, t>0.
a) Za korake mreze uzeti h = h, = i ik=h; = 3%
b) Za korake mreze uzeti h = h, =+ ik =h, = 3.

5Dokaze i diskusiju vidjeti na primjer u [26, Sekcija 5.2] za eksplicitnu, te u [28, Poglavlje
7] za implicitnu shemu.
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

RjeSenje.
a) Oblast Q = {(z,¢)|0 < 2 < 1,¢t > 0} ¢emo aproksimirati mrezom (slika
5.22)
QO = {(2i,1;); 2 = ih, h =025, = 0,4, t; = jk, k = 0.03125, j = 0,1,2, ...

i primijeniti formulu (5.23) birajuéi za o = % Odgovarajuce diferentne
jednadzbe su date sa

i1 = “—u—;um (5.24)

t

5 Wi  Jibos QU35
32

1 (14 {24 {34
8
3 (13 23 33
32
1 12 22 32
16
1

32

T
0 1 1 3 1
4 2 4

Slika 5.22: Mreza ¢vorova iz Primjera 5.4.1 a).

Iz pocetnog uvjeta u(z,0) = x2, 0 < 2 < 1 dobivamo:
1 1 1 1
ugo = u(0,0) = 0, U10U<470) =16 UQOU(230> =7
3 9
u3o U<4,0) T u(1,0)

Iz rubnih uvjeta slijedi:

— (00)_0 — Oi _i — Oi —

Upo = u(V,V) = U, Uor = u 39 ) T 16’ Up2 = U 16
3 3 1 1
UO3—U<O,32> _T67 u04_u(078> _Za

1 17 1

ugo = u(1,0) =1, Usl = U (1,32> =16’ Usy = U (1’16)
Y AU R A A
Ug3 = U '39 ] T 16’ Ugq = U 3] T W



5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

IzraCunate vrijednosti rjesenja v = wu(x,t) na rubu oblasti Q u rubnim
¢vorovima mreze €2, mozemo prikazati kao $to je to ucinjeno na slici 5.23.

Slika 5.23: Rubne vrijednosti iz Primjera 5.4.1 a).

Primjenom formule (5.24) redom ra¢unamo:

za j =0
Ugo + U20 O+i 1
mETTyT T T TR
1 4, 9
w :u10+u30:16+16:£
2 2 2 16’
7U20+U407i+175.
e Ty T TR
za j =1
" :U01+U21:117;+T56:3
12 2 2 16°
_U11+U31_%+%_3
U22 = 2 2 _éu

Rezultate ra¢unanja mozemo zapisati, na primjer, na jedan od nacina prikazanih
na slici 5.24:
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

Li 1 1 3
] O x| 2|31 ]!
1| 1| 9
O O 16 4 16 1
1 | L 1 5 5 17
32 16 8 16 8 16
11| 3] 3 |...] 9
16 8 16 8 8
3
32
1
8

Slika 5.24: Shematski prikaz rjeSenja Primjera 5.4.1 a).

b) Oblast 2 = {(z,t);0 <z < 1,0 <t < oo} éemo aproksimirati mrezom
Q= {(zi,t;);0, = 0251, i =0,4,£; =050 - j, j = 0,1,2,...}
i primijenit ¢emo formulu
Ui j41 = oUi—1,; + (1 —20)u; j + ouiqrj
za o = 8.

(1,5 +1)

(i—1,9) (4,9) (i+1,5)

Dakle,

Ui 1 = 8Ui—1,5 — 15U; j + 8uit ;.
Numericko rjesenje je dato sa
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5.4 Metoda mreza za jednadzbe parabolickog tipa

L 1 1 3
\ 0 I 5 g 1
3 U13 H U23 H Us3 4 tﬂ * 2 !
1 1 9
0101w |1 ]|1]|!
1 17 | 5 | 25
33 9 41 5 | L] 7|1 2
COO®E [
33 | 9 | 41
1 2 16 i 16 3
2 | Upa | U14 | U24 | U34 | Ua4
1 1 9
0 16 4 16 1

Slika 5.25: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.4.1 b).

Nije tesko provjeriti da je funkcija
u(z,t) = 2t 4+ 22
tacno rjesenje postavljenog zadatka. ¢

Primjedba 5.4.1. Posmatrana eksplicitna shema u prethodnom primjeru je
: . y ko . .

konzistentna sa toplotnom jednadzbom za sve o = 72 jer njena lokalna greska

odsijecanja tezi nuli kada h,k — 0. Zaista, za shemu (5.22) lokalna greska

odsijecanja je

u(xi,tj_H) — u(xi,tj) _ u(xi+1,tj) — QU(l‘i, tj) + U(Ii_l,tj)
k h? ’

Tij =

Za u(x,t) = 2t + 2 lako se uvjeravamo da je

u(zi,tjr1) — u(wi,t;)
k

:2’

’U,(JJZ‘_H, tj) — QU(Z‘Z‘, tj) + ’U,(l‘i_l,t]‘) . 2h? )

h2 R
pa je
Tij=2—2=0 zasvei,].

Dakle, shema je ta¢na na mrezi za ovo specifi¢no rjesenje, pa se numericke vrijed-
nosti poklapaju sa ta¢nim rjesenjem sve dok nema utjecaja gresaka zaokruzivanja.
U primjeru pod b), gdje je o = 8, koriSten je mali broj vremenskih koraka,
pa pocetne greske zaokruzivanja nisu imale vremena da se znacajno pojacaju i
pokazu nestabilnost numerickog rjeSenja. Kao Sto smo ranije naveli, shema je

405



5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

stabilna samo za 0 < 0 < %, azao > % je nestabilna. Medutim, nestabilnost

se pokaze ¢im se poveca broj koraka ili kada se pojave i vrlo male numericke
perturbacije. Za gresku
€ij = Uij — u(Tit;),
iz linearnosti sheme, slijedi da ona zadovoljava istu rekurziju kao i u. Za eksplic-
itnu shemu je
€ij+1 = (1 - 20’)61'7]' + 0'(67;_17]' + 6i+1,j)-
Za o = 8 dobivamo
€ij+1 = —15 €;,j + 8(67;717]' + 61+1’j). (525)

Uzmimo da je greska oblika

eij = A5 (-1)',
(znak greske oscilira, tj. mijenja se od ¢vora do ¢vora). Tada je

eimty = —A; (=1 ey = —A;(=1),
pa iz (5.25) slijedi:
Aj+1 = —15Aj + 8(—Aj - AJ) = —15Aj - 16Aj = —31Aj.

Znagci, amplituda greske u svakom narednom koraku raste prema formuli

| Aja| = 31[A;],

Sto je ogromno. Ako na pocetku imamo samo gresku reda 10712 (Sto je tipiéna
greska zaokruZivanja), nakon 10 koraka dobivamo da greska postaje reda

3110, 10712 ~ 8.2 x 10™ - 10712 = 8.2 x 10°.

U slucaju kada je h = 1—10, k = ﬁ imamo o = 1, $to je izvan stabilnog
podruéja sheme. Iako je lokalna greska odsijecanja i dalje nula, svaka (pa i
minimalna) greska zaokruzivanja u podacima ili ra¢unanju se eksponencijalno
pojacava (povecava). Tacno rjeSenje u tacki (zg,ts0) = (0.9,0.5) je ©(0.9,0.5) =
1.81, dok numericka shema daje

ug 50 = —1.489051657912 - 10°.

Vidimo da nakon 50 koraka greska postaje dominantna, sto objasnjava zasto se
dobije numericka vrijednost reda 10° iako je ta¢na vrijednost 1.81.
Primjer 5.4.2. Odrediti priblizno rjesenje za sljedeéi problem

ou  0*u

— ==, (>0, 0<x<1l),

ot 0x? ( “ )
uz rubne uvjete

U(O,t) = U(Lt) = Oa (t > 0)7
2, (0<z< 1),

ik — L
ik= 5

(S

koriste¢i metodu konacnih razlika i mrezu sa h =

ot
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5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

Rjesenje. Uzimajuéi x; = ih, t; = jk, h = %, k= %,
diferentna jednadzba koja odgovara ovom problemu glasi

imamo da je o = %, te

Uiz1,j F Uit1j
5 :

Ui 1 =
Iz uvjeta dobivamo

up,; =5, =0, j7=0,1,2,...,

i2 .
'LLZ"():%, ’62071,2,3,475.

Prema tome, dobivamo da je

" _ugotug 2 " _uiptug 1 " _ ugotug _ 2
n="—5_ =3 =" 5 —p =" 5 —p
" _ ugoFtuso _ 17 " _ uorFug 1 " _untus 6
41 — 2 _257 12 — 2 _107 22 — 2 _257
Y _uzitug 11 Y _usitus; 1 u _ U2 tuz 3
32 — 2 *257 42 — 2 *57 13 — 2 *257
" _uigtuzy 27 " _ U2 fugy 11 " _ugztusp 11
T2 T 1000 BT TR0 P2 T 50

¢
Primjer 5.4.3. Odrediti priblizno rjesenje za sljede¢i problem:
ou  O%u
— == t>0, 0 1
5 = g2 (>0, 0<z <),

uz pocetni uvjet
u(z,0) =2z, (0<z<1l),
i rubne uvjete
ou(0,t)
ot

=0, =0, (t>0).

Rjesenje. Ako je h = %, k=2, tada je 0 = % i stoga imamo

Uj—1,5 + U415

Ui j+1 = 5
Iz datih uvjeta dobivamo
Up1 — U1, Uq1 — Us,j5
e B e
odakle slijedi
U =Urj, Usg=usgz, J=0,1,2,..., ujp= 5 0= 0,1,2,3,4,5.
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

Stoga dobivamo

Uoo + U2 1 ulo +usg 2
U= = = g, Ut = 5 = ¢
_ ugotug 3 _uzp tuso _
U31*T*g, U41*ffu51*ga
wo — _ Uoitun 3 " _unntun 2
02 =2 =5 =75 =" 5  —p
_ugrtwugr 3 _ _ugrtusy 7
UBQ—T—57 U42—U52—f—ﬁ7
_ _upztuge 7 _uiztuzge 9
u037’u137#7%» U237T*%,
v :U22+U42:L1 e — :u32+U52:E
8= 5 =5 43 = Usy = o = oo

¢

Razmotrimo problem izbora konstante o u relaciji (5.23), odnosno (5.22), i
ocjene greske aproksimacije Cauchyevog problema (5.19)—(5.21) odgovarajué¢im
diferentnim problemom (5.23), tj. zamjene diferencijalnog operatora

02 0
Liy=2%_%"
oxr? Ot
konac¢nodiferentnim operatorom
Lplu] = 75 | (uit1y = 2uij +ui-15) = — (i1 = uiy)

Prirodno je da konstantu, parametar o, treba birati tako da greska aproksimacije
Rplu] = Ly[u] — Lu]

bude najmanja. Izratunajmo gresku u ¢vorovima (x;,t;) mreze za funkciju u =
u(x,t) — rjeSenje jednadzbe (5.19). Uzimacu u obzir da je:

Uipry = (@i +hoty), w1y =u(z —hty), w1 =u(@,t; +oh?).

i razvijanjem Lj[u] po Taylorovoj formuli oko tacke (z;,t;) ograniavajuéi se
¢lanovima, koji sadrze hS, zaklju¢ujemo da dobivamo
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5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

ot 2 - +:) h2 3 3
Lnfu] = 1{ui)j+<8u(xl,t])h OPu(wi,ty) h? | Pl t;) b

T R2 or 1! ox2 2! oz 3
84u(xi,tj) h;* 85u(:vi,tj) hj’ 86u(:ci,tj) ho _ oy
ozt 4l 0z5 bl dx6 6! b
oy — 3u(xi,tj) ﬁ + 82u(xi,tj) hiz . 83U($i7 j) E 8 ’U,({I?i,tj) h74
J Oz 1! Ox2 2! ox3 3! ozt 4!
B OPu(w;, b)) E OOu(w;,tj) hS L n Ou(z;,t;) LhQ
ox® 5! ox6 6! “J ot 1!

0?u(x;, t;) (oh?)? n O3u(x;, tj) (oh?)?

o 5T o TR }*O(m)'

Poslije sredivanja imamo

Lfu] = (82U(xi,tj)  Qu(wi,t, )) e < 1 0'ulw:,t;) 082u(xi,tj)>

0x? ot 12 Ot 2 o2

1 Ou(zyt;) o2 Bulz,ty)
af 2 dWTnG) o 9 Wy ho). 2
h (360 D26 TS >+O( ) (5:26)

Buduéi da je u(x,t) rjeSenje jednadzbe (5.19), to je
OPu(wi, t;)  Oulwity)  0tulwity)  u(w,t;)  ulw,t;)  Ou(w,t;)

Ox2 o’ drt o2 Oxb B o’

pa zamjenom u (5.26) dobivamo

oL o\ Quminty) a1 Pu(w;,t)) 6
Lnlu = h (12 3) "o M \3e0 "6 ) o O

(5.27)

Izaberemo li o tako da prvi sabirak u (5.27) bude jednak nuli, tj. ako izaberemo
da je
1 o

12 2 7

imamo o = %. Tada ¢emo imati

a1 Pulwity) oy _ Nt Culzity) 6
Lypul =h (360 & 520 +O(h%) = 0 Ba + O(h®),

i ocjena greske je Rp[u] = O(h4) Za druge vrijednosti o greska je Ry[u] = O(h?).
Optimalni izbor za o je §. Za o = ¢ formula (5.23) je sljede¢eg oblika

Uim1j AU+ Ui j)-

1
Us j+1 T 6(
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

Osim eksplicitne sheme (5.23), koriste se i sheme drugacijeg oblika. Za
parabolicku jednadzbu oblika

ou 9%u
=2 + f
ot Ox
Cesto se koristi 1 shema
Uiyj+1 = Wij _
k
C(Uit1,4+1 = 2ui i1 + w1511 + fig+1) + (1= Q) (Wir1,j — 2uij + ui—1,5 + fi )
h2 ’

(5.28)

gdje je 0 < ¢ <1 tezina. Za ¢ = 0 u formuli (5.28) dobivamo eksplicitnu shemu.
Za ¢ = L u formuli (5.28) shema se naziva Crank-Nicholsonova shema. Za ¢ = 1
u formuli (5.28) dobiva se implicitna shema.

[

(i—1,7) (4, 9) (i+1,4) (i—1,5+1) (4,5 +1) (i+1,j+1)
o 0 o o
o o

(i, —1) (i—1,9) (@, 9) (i+1,5)

Primjer 5.4.4. Crank-Nicholsonovom shemom naéi priblizno rjesenje mjesovitog

problema
0 0?
87;‘:87;‘, O<z<1, 0<t<0.02
45(5, 0 S xr S 1/27

u(0,t) = u(l,t) =0, >0, u(m70)2{4(1_x) 1/2<z<1.

Uzeti korake mreze h = 0.11 k = 0.01.

RjeSenje. Kako su pocetni i rubni uvjeti simetri¢ni u odnosu na pravu x = %,
i rjesenje zadatka je simetricno u odnosu na tu pravu. Stoga ¢emo problem
rjeSavati u oblasti [0,0.5] x [0,0.02]. Diskretizacija jednadzbe u unutras$njim
¢vorovima mreze shemom sa tezinama daje

1 1
7 (Wit = tig) = oom (Wirt g1 = 2 gt + Uim g1+ Uinng — 2ui5 + Uimg),

gdjejei=1,...,5, j=0,1. Uzimajuéi u obzir zadate pocetne i rubne uvjete,
diferentna shema kojom se aproksimira dati problem je

ul’7():47;h7 lel,...,57 ’l,LO’j:O7 j:172
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5.4 Metoda mreza za jednadzZbe parabolickog tipa

Ui 141 T M1 — U1 1 = U1y U1y, 1= 1,...

5, j=0,1.

Pri tome treba imati u vidu da je zbog simetrije zadatka ue ; = u4 5, j = 0,1, 2.
Rjesavanjem na svakom vremenskom koraku (za svako j) odgovarajuceg sistema,
dobivamo vrijednosti rjesenja koje su prikazane u sljedetoj tabeli.

y Yl 00| o01]o02] 030405060708 09|10
J
0.00 0 04 08 |12 ] 16| 20|16 | 1.2 | 08 | 04 0
0.01 0 0.398 0.791] 1.167| 1.476| 1.538| 1.476| 1.167| 0.791] 0.398 O
0.02 0 0.387] 0.758| 1.079] 1.292| 1.384| 1.292| 1.079| 0.758 0.387 0
¢

Primjer 5.4.5. Implicitnom shemom odrediti priblizno rjesenje mjesovitog prob-
lema

@—@—i—cosx 0<x <2
ot Ox2 ’ ’
w(0,t) =1¢, w(2,t) =0, wu(z

0<t<0.2,

,0) =0.

Uzeti korake mreze h = 0.25 1 k = 0.1. Racunati sa cetiri decimale.

RjeSenje.

1

7 (W1 —ui ) =

Implicitna shema je oblika

1
h2

o5 (Wisp1,j41 =205 j 11 1) +sin g,

i=1,...

j=0,1.

Uzimajuéi u obzir zadate pocetne i rubne uvjete, diferentna shema kojom se

aproksimira dati problem je

—ui,11j+1—|—2.625ui’j+1—ui+1,j+1 = 00625(2U1J +cos 1'7;),

ULOZO, iZO,...

787

Ug,1 =

j7 usg,; = 07

J=12,

i=1,...,7,

7=0,1.

Rjesavanjem za j = 0 i j = 1 odgovarajucih sistema dobivamo rjesenje prikazano

u sljedecoj tabeli.
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¢ i 0.0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 | 2.0
J
0.1 0.1 0.0924| 0.0821| 0.0682| 0.0513| 0.0326| 0.0146| 0.0013| O
0.2 0.2 0.1826| 0.1609| 0.1336| 0.1015| 0.0669| 0.0341| 0.0091| O
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5.4 Metoda mreza za jednadZbe parabolickog tipa

Primjer 5.4.6.

a) Data je parcijalna diferencijalna jednadzba

ou_ o
ot 0x?’
i diferentna shema

1 ¢ 1-¢

7 Wigr1=tig) = 15 (Wi g1 =20 g1t gn) + =5~ (Ui = 2ui jHio1g).

Odrediti parametar ¢ tako da red aproksimacije bude Cetiri po h i dva po

k.
b) Koriste¢i shemu dobivenu u tacki a), odrediti priblizno rjesenje mjesovitog
problema
ou  0*u
—=—, O<z<3, 0<tL0.3.
ot 0x? *

u(z,0) = tan (mx), u(0,t) =t, wu(3,t)=0.

Za t = 0.3, uzeti da je h = 0.6, a k izabrati tako da koriStena shema bude
eksplicitna.

RjeSenje.

a) Koristenjem Taylorovog razvoja funkcije u(x,t) u okolini tacke (z,t+ k/2),
pod pretpostavkom da je funkcija u dovoljno glatka, dobivamo da je greska
aproksimacije

Jr%(u(erh,tJrk)—2u(x,t+k)+u(xfh,t+k))

+ %(u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t))

= (g -(1- 2()];) % (x,t + ;) +O(h* +k?),
jer je iz jednadzbe
P () (0
Or20t  0x2 \ Ot dz2 \ Ox? ort’
Shema ¢e biti trazenog reda tacnosti ako je
1 h?
‘=3 (1 - 6k> '
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5.5 Metoda mreza za jednadzbe hiperbolickog tipa

b) Shema je eksplicitna ako je ( = 0, a to je za k = h?/6. Za zadatu vrijednost
koraka h eksplicitna diferentna shema je

1
Uigr = (Uit +ui-1) + Uiy

Priblizne vrijednosti rjesenja datog mjeSovitog problema odredene prim-
jenom ove sheme date su sljede¢om tabelom

L4

0.0 0.6 1.2 1.8 24 3.0

0.00 0.00 -3.0777 | 0.7265 | -0.7265 | 3.0777
0.06 0.06 -2.2718 | 0.2321 | -0.2310 | 2.2794
0.12 0.12 -1.6929 | -0.0330 | 0.0369 | 1.7142
0.18 0.18 -1.2674 | -0.1618 | 0.1708 | 1.3070
0.24 0.24 -0.9470 | -0.2112 | 0.2278 | 1.0087
0.30 0.30 -0.6997 | -0.2156 | 0.2423 | 0.7868

o|o|o|oc|o|o

5.5 Metoda mreza za jednadzbe hiperbolickog
tipa

Primjenu metoda mreza za rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi hiper-

bolickog tipa razmotri¢éemo na primjeru jednadzbe slobodne oscilacije homogene

ogranicene zice ili jednadzbe zice koja treperi. Dakle, posmatramo jednadzbu
0%u 5 0%u

o=,

ot? Ox?
gdje je a konstanta, u = u(z,t) nepoznata funkcija, x prostorna, a t vremenska
nezavisna varijabla. Potrazi¢emo funkciju u = u(z,t) koja je rjeSenje jednadzbe
(5.29) i koja zadovoljava pocetne uvjete

(5.29)

u(z,0) = f(z), w =F(z), 0<ax<lI, (5.30)
gdje je [ duzina zice, i rubne uvjete
uw(0,t) = g(t), wu(l,t)=h(t), 0<t<oo, (5.31)

gdje su f(z), F(x), g(t) i h(t) realne funkcije svojih argumenata na zadatim
intervalima. Da bismo nasli priblizno rjesenje mjesovitog problema (5.29) — (5.31),
oblast

Q={(z,t);0<zx <, 0<t<oo}
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5.5 Metoda mreza za jednadZbe hiperbolickog tipa

¢emo aproksimirati pravougaonom mrezom

Qh:{(x,,tj),x,:zhm, i:07n7 tj:]hta j:071327"'}7

gdjeje hy = 50 2y —zy=hy, i=0,n—1ih =tj41 —t;,j=0,1,2,....

U svakom unutrasnjem ¢voru mreze Qj, ¢voru (x;,t;), odnosno (i,7), jed-
nadzbu (5.29) aproksimiramo diferentnom jednadzbom

Uigal = Qi + Uig-1 o Uitly — Uiy +Uiz1

hi h3

Kao i u prethodnim potpoglavljima, lako se pokazuje da je i ova shema konazis-
tentna.

U posljednjoj aproksimaciji prirodno je uvesti bezdimenzioni parametar

aht
hy

A=

koji se naziva Courantov broj. Uz ovu oznaku, shema se moze zapisati u eksplic-
itnom obliku:

g1 = 201 = A wiy + A (i1 + im15) — i1 (5.32)

Za stabilnost ove klasi¢ne eksplicitne sheme (u smislu von Neumannove analize)
neophodno je da vazi tzv. CFL uvjet®

h
0<A<1 <= ah—tgl.

Specijalno, u slucaju A = 1, tj. kada je hy = %, shema (5.32) se pojednostavljuje
u oblik

Ui 41 = Uitl,j + Ui—1,5 — Ui j—1, (5.33)

koji ¢emo koristiti u nastavku.

Dakle, da bismo izracunali priblizne vrijednosti rjeSenja u(x,t) na (5 + 1)-
vom sloju, vrijednosti u; j+1, potrebno je poznavanje vrijednosti tog rjesenja na
prethodna dva sloja mreze, vrijednosti w; 41 j, wj—1,; 1 %;;j—1 na j-tom i (j — 1)-
vom sloju (slika 5.26). Ako iskoristimo oznake u; ; = u(z;,t;), onda vrijednost
rjeSenja u = u(x,t) u ¢vorovima mreze {2, mozemo pregledno prikazati kao sto
je ucinjeno na sljedocoj slici.

6 Courant-Friedrichs-Lewy uvijeti, vidjeti [26, Sekcije 5.3 i 5.4].
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5.5 Metoda mreza za jednadzbe hiperbolickog tipa

\ - \ - \
sloj j =—1 o, — 11, —1-U2,—1—+ + + {1

N - N - N -

-

-

Slika 5.26: Shema za PDJ hiperbolickog tipa.

Da bismo izrac¢unali vrijednosti rjesenja na prvom sloju (j = 1), potrebno je
znati vrijednosti rjeSenja na prethodna dva sloja. Koristeé¢i prvi pocetni uvjet
nalazimo vrijednosti na 0-tom sloju:

uio = u(r;,0) = f(x;), i=0,n.

Na osnovu drugog pocetnog uvjeta na fiktivnom sloju j = —1 (sloju koji "ne
pripada” mrezi) imamo

Ui, —1 = U0 — ht . ]—'(xl)7 1= 0,71, (534)
gdje smo iskoristili formulu

Ou(x;,0)
ot

= F(x;) = Uz%h—tuzo
Iz rubnih uvjeta (5.31) nalazimo:
ug; = u(0,t;) = g(t;), un; =u(l,t;) =h(t;), j=0,1,2,....
Sada, koristeéi formulu (5.33), izra¢unavamo, po shemi koja je prikazana na
narednoj slici, priblizne vrijednosti u; ;11 rjeSenja u = u(z,t) na sloju j + 1 na

osnovu ve¢ izracunatih vrijednosti u;_1 j, wi41,; 1 4;;—1 na slojevima j i j — 1.
Ovaj postupak nastavljamo dalje, sloj po sloj.
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5.5 Metoda mreza za jednadZbe hiperbolickog tipa

(4,5 +1)
o

hy

(i—1,9) (3,7) (i+1,5)
ol o)

h

O
(E7—-1)

Primjer 5.5.1. Metodom mreza naci priblizno rjesenje jednadzbe

Pu_ o
o2 Qx?
koje zadovoljava:
% : _ .2 Ou(z,0) _
» pocetne uvjete u(x,0) =z +2x +1, =57~ = —4,0< 2z <1,

o tubne uvjete u(0,t) =2 —t + 1, u(1,t) =t —4t + 4, 0 < t < 0.

Za korak mreze uzeti h, = hy = i.

RjeSenje. Na osnovu prvog rubnog uvjeta nalazimo:

1 13
ugo = u(0,0) =1, Upr = U <O, 4) =15
1 3 3 13
= 0,-) =~ =ul(0,-)|=—,...
Uo2 U( 72) 47 Uo3 ’LL( 74) 167
a na osnovu drugog rubnog uvjeta:
Ug0 = ’U,(LO) = 4,
_ 1 1y 49
Ug1 = U a4 - 167
1 9
U42 :u<1,2) = 17
Na osnovu prvog pocetnog uvjeta imamo:
1 25
Uopo u( ) ) 3 Uu1io ’LL<4, ) 16)
1 9 3 49
UZO_U<270>_47 u30_u<470)_167

Ug0 = ’U,(LO) =4.
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5.5 Metoda mreza za jednadzbe hiperbolickog tipa

Da bismo mogli primijeniti formulu (5.33), potrebno je izra¢unati vrijednosti
u;,—1, @ = 0,4, vrijednosti na fiktivnom sloju j = —1. Za to ¢emo koristiti drugi
pocetni uvjet

ou(z,0)
_— = <z<
5 Flz), 0<z<1,

gdje je F(x) = —4.

Parcijalni izvod ¢emo aproksimirati odgovaraju¢im kolicnikom kona¢nih raz-
lika, dakle

8u(m70) o Uj,—1 — U0

ot —hy ’

pa je:

Wi, —1 — U0 = F(25)he,

odnosno, koristimo formulu (5.34):

1 _
Ui, —1 = Uj,0 — ht]:(xl) = U;0 — Z<_4) = uj,0 + 1, i=0,4.
Na taj na¢in dobivamo:
25 41
1=141=2 1 =—4+1=—
uo—1 =1+ ’ U179 16°
_g+1_E _§_|_1_ @
Ug,-1 = 4 - uz,—1 = 16 =16
U4,_1:4+1=5.
Dalje, primjenom formule (5.33) nalazimo:

L9 a9 25,49 13 _5
=TT 16T 160 YT 16 4 4
W9, 63 LB 5 %1
Ty 16 16’ 7164 16 2077

Radi preglednosti, rezultate ra¢unanja mozemo prikazati graficki (slika 5.5.1).
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5.5 Metoda mreza za jednadZbe hiperbolickog tipa

le BN ‘Lz “N ‘L; “N ‘L; “N ‘LZ BN l/ \ 1’41 \ /’13 \ ’/65 \ \
10, ~ 101, — 112, 1t 1k, ) f2 Al BB g
\ AN AN AN AN P \ AN AN \ \

Slika 5.27: Shematski prikaz rjesenja Primjera 5.5.1.

¢
Primjer 5.5.2. Rijesiti mjesoviti problem
Pu  0%u 9 9
w:@'i‘x +t°, O0<ax<l1l, 0<t<L0.15,
.9 ou
w(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)=sin"(rz), a(m,O) =0.

eksplicitnom diferentnom shemom tacnosti O(h2 + h?). Uzeti za h, = 0.25 i
hy = 0.05.

RjeSenje. Da bi se konstruisala shema trazene tacnosti, potrebno je drugi
pocetni uvjet na odgovarajuéi nacin aproksimirati. Polaze¢i od koli¢nika konac¢nih
razlika

+O(h}),
(z,0)

s (2,0) = - (uz, hy) — u(a,0)) = (

ou  hy O%u
hy

o T2

i uzimajuéi u obzir jednadzbu i oba zadana pocetna uvjeta, dobivamo da je
h

u(x,0) = 575 (=n?sin®(7z) + 2*) + O(h7).

Zanemarivanjem ¢lana O(h?) nalazimo da je traZena aproksimacija

2 2

2
w1 = sin®(ma;) + ?t(xl — % sin?(7x;)).
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5.6 Zadaci za samostalan rad

Koriste¢i standardne koli¢nike konacnih razlika za aproksimaciju izvoda drugog
reda u jednadzbi, kona¢no dobivamo trazenu shemu

u; 0 = sin’(mx;), u;1 = sin®(7x;) +0.00125(2? — 72 sin?(72;)), i=0,...,4,
wijp1 = 1.92u; j+0.04 (w1 jFuio1 ;) —ui j—1+0.0025(z7+7), i=1,2,3, j=1,2,

Ug,j = Uq,5 = 0, j = 2,3.

Rezultati izracunavanja ovom shemom prikazani su tabelom

. il 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
J
0.00 0 05 1.0 | 0.5000 0
0.05 0 0.4939 | 0.9830 | 0.4945 0
0.10 0 0.4880 | 0.9371 | 0.4904 0
0.15 0 0.4807 | 0.8510 | 0.4860 0

5.6 Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti priblizno rjeSenje koriste¢i metodu konac¢nih razlika za n = 4,

h=k= i, za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
u  0%u
—+—=0, O<z<l, 0<y<l),
92 T 52 O<z y<1)

uz rubne uvjete:

2. Metodom mreza rijesiti rubni problem

0%u 0%

o2 Vo =2

ako su zadate vrijednosti rjeSenja u = u(z,y) na konturi kvadrata OABC
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5.6 Zadaci za samostalan rad

s vrhovima O(0,0), A(1,0), B(1,1) i C(

—_
~—

S EIE=

Wl o
—
<
w
w
I
<
—
—
—
Il
[\

0,1):
1 1 2 4
ugo = u(0,0) = 0, Ulou(3,0> =9 U20U<370) =9
1 1 2 4
Ug():U(l,O):l, Uo1 —U/(O, 3> = §a UOQ—U(O,B) :§7
1 2 13
up3 — ’U,(O7 1) = 1, Uzl = u (1, 3) = Uz = U (1, 3) = 5,
(51) 1

U3 = U 11 —E Uo3 = U
13 — 37 _97 23 —

3. Rijesiti rubni problem
0%u n 0%u _o
ox2 oy 7
gde su vrijednosti trazenog rjesenja jednadzbe na konturi zadate kao sto je
ucinjeno na slici 5.28.

5 6
40 o7
3 6

3

2 5
10 0 4

2 3

6

Slika 5.28: Rubne vrijednosti iz Zadatka 3.

4. Metodom mreze sa korakom h = (.5 rijesiti rubni problem

0% i 0%u (.y) € Q
—_— —F — COS I COS X

Ox2 3y2 Y, Y )
u=2a’+y° (x,y) €09,

gdje je Q = {(z,y) | x2+y? < 1}. Sve évorove unutar oblasti 2 tretirati kao
unutrasnje, a u spoljasnjim ¢vorovima rjesenje aproksimirati interpolacijom.
Racunati sa cetiri decimale.

5. Rijesiti rubni problem

0%u 0%

@—FTZJQ:O? (z,y) €9,
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5.6 Zadaci za samostalan rad

w=lz[+]yl, (z,y) € 99,

gdje je Q = {(z,y) | (|z| + 2)(Jy| + 2) < 12}. sa korakom h = 1. Za
aproksimaciju vrijednosti rjeSenja u rubnim ¢vorovima koristiti linearnu in-
terpolaciju. Racunati sa pet decimala.

Uputstvo: Oblast ) je ograni¢ena hiperbolama i simetricna je u odnosu
na koordinatne ose i pravu y = x. Kako je i funkcija kojom je zadan pocetni
uvjet takoder simetri¢na u odnosu na ove prave, zadatak se moze rjesavati
u jednoj osmini oblasti i rjeSenje simetri¢no preslikati u ostatak oblasti.
Cvorovi (4,0) 1 (2,1) pripadaju rubu te je u njima vrijednost rjeSenja zadana
ta¢no. U rubnom ¢voru (3,1) rjeSenje se aproksimira linearnom interpo-
lacijom pomoéu vrijednosti u évoru (3,0) i tacki na rubu A(3,4):

up + 1.5’LL3() = 8.5.

6. Metodom mreza rijesiti rubni problem
ou 9%u
ot Oz2
u(z,0) =22, 0< 2 <2, w0,t)=2t, u2,t)=2t+4,t>0

Za korake mreze uzeti h = h, = k = hy = 0.5. Izracunati priblizne vrijed-
nosti rjesenja na prva tri sloja.

Uputstvo: Koristiti, na primjer, diferentnu jednadzbu:
Uj,j+1 = OUi—1,5 + (1 — 20)ui’j + OUit1,5, k= th.
7. Metodom mreza naéi priblizno rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe
0?u  0%u
— + 55 =2+
02 " 0y (z+y)

u kvadratu OABC (0(0,0), A(1,0), B(1,1), C(0,1)), koje na njegovoj

konturi zadovoljava uvjete:

w@,y)| o0 =0, ul,y)|,z=vly+1),

wz,y)| g = (@ +1), u(@,y)|,, =0
Za korake mreze uzeti h, = hy = %. Racunati sa cetiri decimale.

8. Metodom mreza sa korakom h = 0.5 rijesiti rubni problem
0u N 0%u
ox2 = Oy?
_ 4,4

uixy7 (x’y)€a§27

:07 (‘Tay) € Qa

gdje je Q = {(z,y) | 22 +y* < 1}. Sve évorove unutar oblasti § tretirati kao
unutrasnje, a u spoljasnjim ¢vorovima rjeSenje aproksimirati interpolacijom.
Racunati sa pet decimala.
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5.6 Zadaci za samostalan rad

9. Odrediti priblizno rjesenje za sljede¢i problem

ou  0*u  O*u
D E i t 1 1
5 8$2+0y2’ t>0, O<ax<l, O0<y<l),

uz rubne uvjete
u(0,y,t) = u(z,0,t) = u(l,y,t) = u(x,1,t) = 0,

i pocetni uvjet

u(z,y,0) = zy.
e . 1 _ 1
Koristiti mrezu h = k = ¢, At = 45¢.

10. Odrediti diferentnu jednadzbu za trodimenzionalnu Laplaceovu jednadzbu

Pu  0*u 0%
—+—+-—=0, (t>0, 0<z<l, O<y<l 0<z<1),
Ox? + Oy * 072 ( . 4 : )
koriste¢i metodu konac¢nih razlika.
11. Odrediti diferentnu jednadzbu za trodimenzionalnu jednadzbu toplotne provodljivosti

ou  0%u  0%u  0%u
— ==+ —+ = t>0, 0 1, 0 1, 0 <1
e 8x2+8y2+822’ (t>0, <z <1, <y<l, <z<1),

koriste¢i metodu konacnih razlika.

12. Odrediti priblizno rjesenje za problem

82 82
67;_87;:%7%’ (t>0, 0<z<1),
uz pocetne uvjete
0 0
u(,0) = a2, U(Tg;’):x’ (0<z<1),

i rubne uvjete
w(0,6) =0, u(l,)=0, (t>0),

. 7 . _ _ i
uzimajuci da je h = k = 15.

13. Pomocu diferentne sheme rijesiti probleme:

(4)
U = Uge, O0<ax <1, t>0,

sa uvjetima:
u(z,0) =02 z(1 —z)sinmz, w(z,0)=0, 0<z<l,

uw(0,t) = u(l,t) =0, ¢>0;
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5.6 Zadaci za samostalan rad

(i)

Ut = Uge, O0<ax <1, t>0,
sa uvjetima:

u(z,0) =xz(r —xz), u(z,0)=0, 0<z<l1
u(0,t) = u(m,t) =0

, t>0;
(#i1)
Upp = Uge, O0<ax <1, t>0,
sa uvjetima:
w(z,0) = f(z), u(z,0)=0, 0<z<l,
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0.
gde je
z, 0<z<3,
f(x):{la:, %<x§21;
(iv)

Uge = U, O0<x <1, >0,
sa uvjetima:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,

(v)

u(z,0) =sinmz, 0<z<I;

Uge = U, O0<x <1, >0,
sa uvjetima:

w(0,t) =1, w(l,t)+u.(1,¢)=0, t>0,
(vi)

u(z,0) =1, 0<z<l,;

Uge = U, O0<x <1, >0,
sa uvjetima:

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, u(z,0) = z(1 — z);
(vit)

Uge = U, O0<x <1, t>0,
sa uvjetima:
— _ 2. T o . T
u(0,t) =0, wu(l,t)=e “sin T u(z,0) = e”*"sin —x.

14. Pomocu diferentne sheme odrediti rjesenje Dirichletovog problema na kvadratu

1 1
Uy + Uyy = 0, 0<x<§, O<y<§,
sa uvjetima:

{u(O,y) =0, u(%,

) = 200y,
u(z,0) =0, U (x,

) = 200a.

[ I[N
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90 prva formula, 297
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CFL uvjet, 414 Heavisideova funkcija, 302
Courantov broj, 414 homeomorfizam, 24
D’Alembertova formula, 259 Jacobi-Mayerove zagrade, 164

Jacobijan, 18

difeomorfizam, 24 Y .
Jacobijeva matrica, 17

diferencijabilnost vektorske funkcije, 17
diferenciranje
centralno, 371
unaprijed, 371
unazad, 371
diferentna jednadzba, 372
Diracova ¢ funkcija, 299

karakteristicna jednadzba, 248
karakteristicne krive, 146
karakteristika, 170
Kirchhoffova formula, 272
konac¢nodiferentni operator, 408
konus

buduénosti, 269

funkcija _ o Mongeov, 144
n realnih varijabli, 4 proslosti, 269

analiticka, 8 kriva
harmonijska, 41, 296, 313 dvoparametarska familija, 22

Holder neprekidna, 45 glatka, 22

klase C¥, 7 uR3, 19

konjugirana, 41

Lipschitz neprekidna, 45 Lebesgue-izmjerivost, 336
parcijalni izvod, b

regularna, 296 metoda

skalarna, 4 Fourierova, 279, 315, 340
vektorska, 4 iteracije, 397
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413
mreza za PDJ parabolickog tipa,
399
numericka, 369
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zrcaljenja, 307
metrika, 2
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mreza, 370
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prostorni korak, 370
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Helmholtzova, 42
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Kologorovljeva, 42
Korteweg—de Vriesa, 45
kvazilinearna, 39, 246
Laplaceova, 41, 295
linearna, 39
linearna homogena, 58
linearna transportna, 42
Liouvilleova, 42
minimalne povrsi, 44
mjeSovitog tipa, 246
Navier-Stokesova, 44
nehomogena, 39
nelinearna, 40
opce rjesenje, 61
paraboli¢nog tipa, 246, 249
Poissonova, 41, 295
provodenja toplote, 41, 327
prvog reda, 55
red, 27
rjesenje, 28
Schrodingerova, 42
semilinearna, 39
talasna (valna), 41, 256
telegrafska, 43
Pfaffova diferencijalna forma, 177
Pfaffova diferencijalna jednadzba, 177
metoda homogenih funkcija, 203
metoda kvazi-homogenih funkcija,
209
metoda pogadanja rjesenja, 187
metoda pomoc¢nih jednadzbi, 197
metoda razdvajanja, 193
metoda razdvojenih varijabli, 191
metoda redukcije, 196
Natanijeva metoda, 199
Poissonova formula, 272, 275, 309, 334
Poissonovo jezgro, 309
potpuni integral, 110, 115, 161
povrs
dvoparametarska familija, 36
integralna, 103
jednoparametarska familija, 13
nivo, 13

429



Indeks pojmova

uR3 12
primjer Tychonova, 337
princip
maksimuma, 296, 315, 328
diskretni, 379
refleksije, 311
problem
korektno postavljen, 46
mjeSoviti (poetno-rubni), 46
rubni (grani¢ni), 46
proizvod
skalarni, 3
vektorski, 3
prvi integral, 59

red lokalne tacnosti, 372

rjesenje
eqzistencija, 46
fundamentalno, 300
jedinstvenost, 46
klasi¢no, 46
numericko, 369
opce, 82, 109, 113, 161
singularno, 113, 115, 161
stabilnost, 46
Tychonova, 338

rubni problem
Dirichletov, 295
Neumannov, 295
Robinov, 295

rubni uvjet
Dirichletov, 257
Neumannov, 257

Schrédingerova jednadzba, 42
shema
Crank-Nicholsonova, 410
druga osnovna, 383
eksplicitna, 401
implicitna, 401
konvergencija, 374
konzistentnost, 373
leapfrog, 375
prva osnovna, 382
stabilnost, 374

singularni integral, 115, 162
skup

ogranicen, 3

povezan, 3
svojstva srednje vrijednosti, 313

tangentna ravan, 14

Taylor
formula, 8
red, 8

teorem
Cauchy-Kovalevsky, 214, 218
Clairaut—Schwarzov, 7
Lax-Richtmyerov, 377
o implicitno datim funkcijama, 15
o jednakosti mjesovitih parcijalnih

izvoda, 7

trajektorija, 37
izogonalna, 37
ortogonalna, 37

vektorsko polje
divergencija, 18
rotor, 18
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